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Introduccion

En este curso se aborda la disciplina de las matematicas que tradicional-
mente se denomina calculo o anélisis matematico en una variable. El concep-
to de limite, central en esta asignatura, y que abre todo el campo del calculo
diferencial e integral, supone una revoluciéon en las mateméticas y en como
éstas describen la realidad: de la nocion de velocidad constante a la de ve-
locidad instantanea, del calculo de areas de poligonos al de 4reas encerradas
por curvas, del célculo de masas de sblidos de densidad constante al mismo
calculo con densidad variable, de la probabilidad de sucesos con una cantidad
finita de opciones al estudio de las probabilidades de sucesos donde hay una
cantidad infinita de posibilidades, de lo discreto a lo continuo... son algunos
ejemplos que ilustran lo senalado. La fisica, la ingenieria, la estadistica se
fundamentan (no exclusivamente pero si de una forma crucial) matemati-
camente en los conceptos que se presentaran: limite, funcién, derivacion e
integracion.

Aunque el mundo de las telecomunicaciones y la informatica presenta ac-
tualmente un modelo digital, es decir, discreto (este campo de las matemati-
cas se presenta en la asignatura de Matematica Discreta) no podemos olvidar
que la realidad no se adapta completamente a modelos discretos. El area de
una circunferencia involucra a ese misterioso niimero 7 que no es un nimero
racional y el teorema de Pitadgoras nos recuerda que la diagonal de un cuadra-
do de lado unidad (pensemos en el alerén de un tejado) tampoco es racional.
Cuando nos circunscribimos al mundo de los nimeros racionales lo hacemos
para perder exactitud (es imposible la cuadratura del circulo, nunca mejor
dicho) y eso puede ser tragicamente relevante. Ademas, el analisis matemati-
co presenta interesantes instrumentos de descripcion que son fundamentales
en otros campos: por ejemplo el estudio sistematico de las funciones reales
es usado para el estudio de la eficiencia de los algoritmos en lo que se denom-
ina complejidad y esto tiene fuertes consecuencias en seguridad informatica,
gestion de proyectos... .Finalmente la industria y la economia (también la
biologia, la quimica, la medicina...) necesitan modelos que describan ciertos
procesos (evoluciones de mercado, procesos de fabricacion, poblaciones...)
y de los que, a priori, se puedan establecer predicciones, se puedan opti-
mizar gastos y recursos (u otras variables), se tomen decisiones adecuadas
y seguras... . Normalmente estos estudios no involucran a una sola vari-
able (pensemos en una industria: tiempo, energia, recursos humanos...) y
por tanto se necesita también desarrollar un analisis matematico de varias



variables que es lo que se ensenaré en la asignatura de Célculo.

Con frecuencia, los problemas matematicos que se presentan en la ciencia
o la tecnologia no se pueden resolver con métodos analiticos exactos. No es
posible calcular el drea de una regién si no conocemos una primitiva de la
integral que la representa. Asi mismo, para calcular el maximo de una funcion
es, en general, necesario poder calcular exactamente las raices de su funcion
derivada. En un modelo mateméatico que utiliza ecuaciones differenciales
tenemos que poder calcular las soluciones exactas de estats ecuaciones.

Hay varios teoremas que garantizan la existencia de soluciones a estos
problemas sin proponer un método efectivo para su célculo exacto. En es-
tos casos se utilizan métodos numéricos, es decir, algoritmos que permiten
hallar una solucién aproximada. Estos métodos se basan, en general, en la
discretizacion del problema y métodos iterativos de aproximacion.

Newton, Leibnitz, Cauchy, Euler, Gauss... son algunos de los insignes
matematicos que han desarrollado una de las obras intelectuales fundamen-
tales para la ciencia y la tecnologia actuales.

El contenido de esta publicaciéon es un guiéon de la asignatura de Bases
de Matematicas para las titulaciones de Ingenieria Técnica en Informética
de Sistemas y de Gestion de la Escuela Superior de Ciencias Experimentales
y Tecnologia (ESCET).

Con estas notas de clase se intenta presentar de forma organizada el mate-
rial que se expondra en las clases tedricas. Por la naturaleza de estos apuntes,
la exposicion no es completa y es fundamental que el alumno consulte tam-
bién los libros recomendados en la bibliografia relativa a la asignatura.

Estas notas vienen acompanadas por un libro de problemas resueltos de
forma tradicional y un libro de problemas resueltos utilizando el sistema de
computacion simbolica Maple V, donde se podran apreciar mayormente las
aplicaciones de las técnicas y de los resultados expuestos en clase.

El capitulo 1 es un breve repaso de nociones bésicas de logica y técnicas
de demostracion de teoremas, temas que se desarrollan con mas detalle en la
asignatura paralela de Matemética Discreta.

En el capitulo 2, a partir de las operaciones béasicas entre conjuntos y la
nocion de relacion binaria, se define el concepto de funciéon entre dos con-
juntos arbitrarios y se estudian sus propiedades generales. En particular se
tratan las funciones que tienen inversa. También se definen las relaciones
de equivalencia y de orden que se utilizaran en los siguientes capitulos. El
apéndice al final de estos apuntes contiene un breve repaso de las funciones



elementales y sus propiedades que se suponen estudiadas por el alumno en
cursos anteriores.

Todas estas nociones son bésicas y aparecen en practicamente todas las
asignaturas de la titulacion. En particular, vendran empleadas en la asignat-
uras de Matematica Discreta, Calculo y Algebra.

En el capitulo 3 se dard una descripcion de la estructura algebraica de
cuerpo (estructura que se estudiara en més detalle en la asignatura de Alge-
bra) del conjunto R de los niimeros reales, de sus propiedades de orden y de
completitud. Estas propiedades son fundamentales para poder comprender el
concepto de distancia en R y de limite de una funcion real. Las aplicaciones
de estos conceptos seran los temas principales del calculo en una variable.

El capitulo 4 esta dedicado a los niimeros complejos. Se trata de un breve
repaso de las propiedades béasicas de estos nimeros. Los aspectos numéri-
cos son el contenido de la préactica correspondiente con Maple V de esta
asignatura.

Los capitulos 5, 6 y 7 tratan los conceptos de limite de sucesiones y
funciones reales y de continuidad. Se exponen los teoremas fundamentales de
convergencia y divergencia. Los métodos numéricos correspondientes vienen
presentados en las practicas correspondientes con Maple V de esta asignatura.
En estos apuntes se presta particular atencién al tema de las sucesiones
reales como introduccion a la resoluciéon de ecuaciones en diferencias que
los alumnos estudiaran durante la asignatura de Algebra, y a la teoria de
las series desarrollada en la asignatura de Célculo. Los alumnos pueden
utilizar los resultados de estos capitulos para el estudio de la convergencia
y complejidad de los algoritmos presentados en la asignatura paralela de
Matematica Discreta.

Los siguientes dos capitulos (8 y 9) introducen el célculo diferencial y sus
aplicaciones cléasicas. El 10 trata del calculo integral y de técnicas bésicas
de integracion. Todos estos conceptos y sus aplicaciones vienen ilustrados en
las practicas correspondientes con Maple V.

Los métodos nimericos relacionados ad estos temas se profundizaréan en
la asignatura de Céalculo.

Esta publicaciéon es, en su mayoria, una adaptacion del material con-
tenido (unas veces sin modificarlo, otras proponiendo variaciones de ello) en
la bibliografia incluida.
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Capitulo 1

Nociones de l6gica y
demostraciones

Las ciencias experimentales se basan en la observacion de la naturaleza y uti-
lizan un razonamiento de tipo inductivo para poder formular teorias generales
que permitan entender y clasificar los resultados de observaciones particulares
y hacer predicciones sobre futuros experimentos.

Ejemplo de razonamiento inductivo
Durante el primer dia de clases en nuestra universidad se observa que:

e en las aulas 204 y 207 hay mas alumnos varones que mujeres,
e en la biblioteca hay mas alumnos varones que mujeres

Por tanto, se deduce que en nuestra universidad la poblacién masculina es
predominante, pero no tenemos la certeza que nuestra conclusiéon sea ver-
dadera.

Las matematicas son una ciencia deductiva. La investigacion matematica
se basa en un modelo matematico de la realidad constituido por objetos
rigurosamente definidos por medio de axiomas y utiliza las leyes de la l6gica
formal para sacar conclusiones que sean verdaderas en el modelo considerado.

Ejemplo de razonamiento deductivo

Sea A el conjunto de todos los alumnos oficialmente matriculados en
nuestra universidad. Sea v el ntimero de elementos de A que son varones y
m el correspondente nimero de elementos de A que son mujeres.

13



14 CAPITULO 1. NOCIONES DE LOGICA Y DEMOSTRACIONES
Teorema 1.0.1 v > m

Demostraciéon De las listas oficiales del Rectorado sabemos que v = 3500
y que m = 1500. Por tanto, se sigue que v > m. O

El razonamiento matematico necesita afirmar con certeza si una sentencia
es verdadera o falsa.

La Légica es la disciplina que se ocupa del estudio sistematico de las
condiciones generales de validez y de la formalizacion de razonamientos o
deducciones.

En lo que sigue se pretende recordar solo algunas nociones de logica
proposicional v de ldgica de predicados que nos haran falta en los sigu-
ientes capitulos. Los alumnos estudiaran estos conceptos en mas detalle
como primer tema de la asignatura paralela Matematica Discreta.

Una proposicidn es una sentencia que se puede clasificar como verdadera
o falsa sin ambigiiedad.

En nuestra notacion, las constantes son los elementos de un conjunto U,
que sera nuestro universo de discurso y las variables son objetos genéricos,
que podran sustituirse por elementos de U.

Un predicado o funcién proposicional es una sentencia que involucra
variables de modo que al ser sustituidas por constantes de un universo U se
convierte en una proposicion.

Nota importante: al fin de simplificar la exposicion, trabajaremos siem-
pre en un universo predeterminado (los niimeros naturales, enteros, racionales,
reales, complejos,...). Esta limitacion nos permitira prescindir de algunas
definiciones y estructuras logicas fundamentales, cuales las tautologias, las
formas proposicionales y las formas de predicados.

Ejemplo 1.0.2 La sentencia “existe x tal que x* = 27 es verdadera si nuestro
contexto son los nimeros reales (v = V2 ox = —\/5) y falsa si nuestro
contexto son los niumeros naturales.

Ejemplos 1.0.3 1) En el conjunto R de los niimeros reales, 2 + 2 = 4.
2) En el conjunto N de los nimeros naturales, 2 - 3 = —6.
3) Este enunciado es falso.
4) En el conjunto R de los nimeros reales, 0 = 0.
5) En el conjunto R de los nimeros reales, 0 # 0.
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1) Es una proposicion verdadera.
2) Es una proposicion falsa.

3) No es una proposicion.

4) Es una proposicion verdadera.
5) Es una proposicion falsa.

1.1 Conectivos logicos y tablas de verdad

Si Py @ son dos proposiciones, es posible crear nuevas proposiciones por
medio de los siguientes conectivos logicos:

e la negacién de P es la proposicion

noP (6 =P) que es falsa cuando P es verdadera y verdadera cuando P

P | =P
es falsa. Su tabla de verdad es V| F
Fl|V

e la conjunciéon de Py @ es la proposicion

P A Q que es verdadera si y s6lo si Py () son verdaderas.

PlQ|PAQ
ViV V
Su tabla de verdad es VIF F
v F
F|F F

e la disyuncién de P y @ es la proposicion
PV @ que es verdadera cuando al menos una de las dos proposiciones

Py @Q es verdaderas.

PvaQ

Su tabla de verdad es

N < <
<m0
SIS NEAN R




16 CAPITULO 1. NOCIONES DE LOGICA Y DEMOSTRACIONES

e la implicacién es la proposicion
P = @ que es siempre verdadera salvo si P es verdadera y @) es falsa.

P se llama la hipotesis y ) la conclusion.

PlQ|P=Q

VIV \%
Su tabla de verdad es V| F F

FlV \%

F | F \%

e la doble implicacién es la proposicion
P < () definida como (P = Q) A (Q = P).

PlQ| | P=Q|Q=P|P&sQ

Viv \% V V
Su tabla de verdad es VI|F F Vv F

Fv \%4 F F

F | F \% V \%

Ejemplo 1.1.1 En el contexto de los nimeros naturales, sean P :“n es par”
y Q : “existe un numero natural m tal que n = 2m.” Entonces P < Q) es
verdadera precisamente cuando P y Q) son ambas verdaderas o ambas falsas.

Definicion 1.1.2 Dos proposiciones P y (Q son equivalentes en sentido
légico (y se escribird P = Q) si tienen la misma tabla de verdad, es decir,
st P < Q) es siempre verdadera.

Ejercicios 1.1.1 Sean P y Q) dos proposiciones.
1) Verificar que valen las Leyes de De Morgan:

e 2(PVQ)=(-P)A(=Q)
e A(PAQ)=(=P)V(-Q)

2)Verificar que (P = Q) = ((-P)V Q) = ((—Q) = (=P)). Pensad, por
ejemplo, en P :“estoy en Roma” y Q) : “estoy en Italia.”
3) Verificar el principto de doble negacion:

~(=P) = P. (1.1)
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1.2 Los cuantificadores “V”’ y “3”

Por definicion, un predicado se convierte en una proposicion al sustituir sus
variables por constantes de un universo U.

Otra forma de convertir predicados en proposiciones es el uso de los sigu-
ientes cuantificadores:

e ¢l cuantificador universal V (para todo) y
e ¢l cuantificador existencial 3 (existe).
Si P(x) es un predicado y U es nuestro universo, la expresion
Ve € U P(x)
representa la frase para todo x en U, P(z) es verdadera y la expresion
dr € U P(x)
representa la frase existe z en U tal que P(x) es verdadera.

Ejemplos 1.2.1 1) La proposicion (verdadera) “para todo nimero real no
negativo x existe un mimero real y tal que (t.q.) y* = x,” se escribe como

Ve e RTU{0},Iy e R tq y*=uz.

2) La proposicion (falsa) “existe un namero real y tal que para todo
nimero real no negativo x, y*> = z.,” se escribe como

JyeR tq VereRTU{0}, ¢ =2

Entonces, si se inverte el orden de los dos cuantificadores V y 3 se puede
pasar de una proposicion verdadera a una falsa.

1.3 Negacion de una proposicion que contenga
cuantificadores

e Para demostrar que la proposicion “Vo € R, 2% = 17 es falsa hay que
presentar un solo contraejemplo (xr = 2), es decir

=((Vz € R)(z* = 1)) es Iz € R)(~(2*=1)).
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e Para demostrar que la proposicion “Jz € R t.q. 2? = —17 es falsa
hay que demostrar que ningtin ntimero real x es tal que (2> = —1), es
decir

=((3r € R)(z* = -1)) es (Vz €R)(~(z* = -1)).

Teoremas y demostraciones directas e indirectas

Un axioma es una proposicion que se considera verdadera sin demostrar-
la.

A partir de axiomas y proposiciones verdaderas, se pueden utilizar las
leyes de la logica (los “razonamientos vélidos”) para demostrar que una nueva
proposicion es también verdadera.

Un teorema es una proposicion verdadera del tipo “P = @),” donde P
y @ son dos proposiciones.

Un lema es un teorema que se utiliza para demostrar otro teorema y un
corolario es un teorema que es una consecuencia directa de otro teorema
previamente demostrado.

Los siguientes son algunos ejemplos donde se utilizan las principales téc-
nicas de demostracion.

Ejemplo 1.3.1 Teorema 1.3.2 El cuadrado de un entero impar es tam-
bién un entero impar.
Utilizaremos las siguientes proposiciones:
P :n es un entero impar
Ry :n=2k+1 para cierto k entero
Q : n es un entero impar y n* es impar.

Una demostracion directa de un teorema de la forma “P = ()" consiste
en una cadena de proposiciones verdaderas P, Ri, Ry, -+ , R,,, Q tal que

P=R,R = Ry, ,R,, = Q.
Demostraciéon directa del teorema (1.3.2):
P=R;
Ry :n?=(2k+1)* =4k*> + 4k + 1
Rs:n? =2(2k +2k) + 1
R,:n*=2j+1 paraun cierto j entero
Ry = Q
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Entonces P = Ry = Ry = R3 = Ry = Q. O

Dos tipos de demostraciones indirectas son las demostraciones por
contrapositivo y las demostraciones por reduccion al absurdo (o contradic-
cion).

En una demostraciéon por contrapositivo se utiliza la equivalencia
logica entre “P = @7 y “—Q = —P”

Ejemplo 1.3.3 Teorema 1.3.4 Sea a > 0 un nuimero real. Si para todo
€ >0 se tiene 0 < a < €, entonces a = 0.

Demostraciéon por contrapositivo del teorema (1.3.4):
en este caso el contexto son los nimeros reales no negativos. P : (Ve >
0)(0<a<e) y Q:a=0.Entonces tenemos que demostrar que si a > 0
(es decir, si =(Q) es verdadera) se sigue que (Je > 0)(0 < € < a) (es decir,
—P es verdadera). Sea Ry : 0 < € = 5 < a. Se verifica que =Q) = Ry = —~P.0

En una demostraciéon por reduccién al absurdo se utiliza el hecho
de que si C' es una contradiccion (una proposicion siempre falsa), entonces las
proposiciones “P = @” 'y “(PA—Q) = C” son equivalentes en sentido
logico.

Ejercicio 1.3.1 Comprobar que (P = Q) = (P AN Q) = C).

Ejemplo 1.3.5 Teorema 1.3.6 Sea a un numero real. Si a > 0, entonces
1
~= > 0.

Demostracién por reducciéon al absurdo del teorema (1.3.6):
esta vez el contexto son los ntimeros reales, P :a >0 y @ : % > 0. Nos
hace falta verificar que si (PA(—Q)) :a >0 y + < 0es verdadera, entonces
se obtiene una contradiccion. Sean R; : a - % <0 y (C:1=a- é < 0.

El resultado se sigue de la cadena P A (-Q) = R = C. 0

1.4 Inducciéon matematica

El método de demostracién por induccién matematica se aplica cuando se
quiere demostrar que una proposicion P(n), que depende del nimero natural
n, es verdadera para todo n. Por ejemplo, una de las siguientes formulas:
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YneN, S k=t

2

VYneN, S k%= nth

2

VneN, > (2k—-1)=n?

VneN, 2"<(n+1),
donde (n+1)!'=(n+1)(n) (n—1) --- 21

Este método utiliza la propiedad del conjunto N de los nimeros naturales
conocida como Principio de induccién matematica:

Teorema 1.4.1 (Principio de induccion matemdtica) Si A es un subcongjun-
to cualquiera de N tal que

1)1eA y

2)(neA)=(n+1e€A),
entonces A = N.

Proposiciéon 1.4.2 (Razonamiento por induccion) Sea P(n) una proposi-
cion tal que se pueda probar que
1) base de induccion: P(1) es verdadera

Yy que
2) paso de induccion: P(n) verdadera = P(n + 1) verdadera,
entonces ¥Yn € N, P(n) es verdadera.

La demostracion de la proposicion (1.4.2) se sigue aplicando el principio de
induccion al conjunto A = {n € N: P(n) es verdadera}.

Ejemplo 1.4.3 Demostracion por induccion de
VneN, 2"<(n+1)L

Base de induccion: sin =1, P(1) (2 < 2) es verdadera.
Paso de induccion: si 2™ < (n+ 1)! (P(n) es verdadera), entonces

2" =22"<2(n+ 1)1 < (n+2) (n+1)! = (n+2)L
El resultado se sigue de la proposicion (1.4.2).

Veremos mas ejemplos de demostraciones en los siguientes capitulos.



Capitulo 2

Conjuntos, relaciones y funciones

Este capitulo es un repaso de nociones de teoria de conjunto y de las defini-

ciones basicas de relaciones, funciones y sus propiedades.

(Referencias: R. Criado, A. Burjosa, C. Vegas, R. Banerjee, Fundamentos

matemdticos I, Ed. Centro de estudios Ramon Areces. Madrid, 1998 y

P.H. Halmos, Naive Set Theory, Springer-Verlag New York, Heidelberg, Berlin,
1987.)

La logica y la teoria de conjuntos estin estrechamente relacionadas. De
hecho en un principio se penso que toda propiedad P(z) llevaba asociado un
“conjunto”, {x : P(x)}, formado por los elementos a del universo de discurso
que satisfacen dicha propiedad, es decir, tales que P(a) es verdadera. Mas
concretamente, se aceptaba que toda propiedad P(z) divide el universo de
discurso en dos partes: la formada por los objetos a que la satisfacen, a € {x :
P(z)}, v la formada por los objetos a que no la satisfacen, a ¢ {z : P(z)}.

En 1903 Bertrand Russell propuso el ejemplo de “conjunto” A = {x:z ¢
x}y pregunto si A € A.

De la definicion de A se sigue que

(AcA)=(A¢A) v (A¢A) = (AcA),

es decir, (A€ A) < (A ¢ A).

La conclusion es que no toda propiedad determina un conjunto, hace falta
restringir la clase de propiedades que definen conjuntos.

La primera de las restricciones es el axioma de especificacion: una propiedad
por si sola no determina un conjunto, sino que selecciona elementos de un
conjunto dado al que es necesario referirse.

21
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Para no incurrir en contradiccion con el axioma de especificacion, es nece-
sario asumir la no existencia del “conjunto universal U,” el conjunto de todos
los conjuntos. Si U fuera un conjunto, también A = {z € U : x ¢ A} seria
un conjunto.

En respuesta a la paradoja de Russel, se propusieron varias formulaciones
axiomaticas de la teoria de conjuntos.

En nuestra exposicion, utilizaremos reglas de construccion de conjuntos
formuladas en términos de la logica de predicados a partir de los conceptos
primitivos de conjunto y pertenencia (Zermelo-Fraenkel ,1922).

Durante las primeras practicas de laboratorio informéatico con el sistema
Maple V de esta asignatura y de la asignatura Matematica Discreta, los alum-
nos aprenderan como definir y operar con conjuntos y funciones. Ademas,
habra una practica de la asignatura Matemaética Discreta dedicada a las rela-
ciones, donde se explicard como representarlas y estudiar sus propiedades
utilizando Maple V.

En la apéndice A se puede encontrar un resumen de las funciones elemen-
tales y sus propiedades.

2.1 Nociones de teoria de conjuntos

Los conceptos de conjunto y de pertenencia de un elemento a un conjunto
son conceptos primitivos, es decir, no se definen.

Diremos que un conjunto A es una coleccion (familia, clase), finita o
infinita, de objetos de un universo U tal que para todo objeto x se pueda
determinar si x pertenece a A. Los objetos de un conjunto seran sus ele-
mentos. Si x pertenece al conjunto A, se escribird x € A. Si z no pertenece
a A, se escribira x ¢ A.

Ejemplos 2.1.1

N:={1,2,---} es el conjunto de los nimeros naturales

Z:={--,-2,-1,0,1,2,---} es el conjunto de los niimeros enteros

F:= {E 0, q€Z y q#0} es el conjunto de las fracciones de nimeros enteros
q

A={zeR:2° =1} ={-1,1} es el conjunto solucién de la ecuacion x> —1 =0

Notacioén: los simbolos Q, R y C denotarén, respectivamente, el conjunto
de los niimeros racionales, reales y complejos.
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2.1.1 Inclusién e igualdad de conjuntos

Si todo elemento x de un conjunto A es también elemento de un conjunto B,
se dird que A esta contenido en B o que A es un subconjunto de B (y se
escribira A C B 6 B D A).

Si A es un subconjunto de B y existe un elemento de B que no partenece
a A, entonces A es un subconjunto propiode B: AGCB 6 ACB.

Dos conjuntos Ay B son iguales si contienen los mismos elementos. (Por
ejemplo, los conjuntos A = {—2,1,0,—7} y B ={-7,1,0,—2} son iguales.)

Nota importante: para demostrar que dos conjuntos A y B son iguales,
es necesario verificar las dos siguientes condiciones:

1)ACB

2) BC A
Ejemplos 2.1.2 1) Sean A={r eR:2*+2—-2=0} y B={-21}
Los elementos de A son las soluciones de la ecuacion 2> +x —2 = 0, es decir,
son los niimeros x1 =1 yxo = —2. Ya que x1 € B yxo € B, A C B. Ahora

estd claro que también B C A. Por tanto, A = B.
2) Sean A ={a,b,c,d} y B={c,a,d,b}, entonces A = B.

El conjunto vacio () es el conjunto que no tiene elementos.
Nota: el conjunto () no es igual al conjunto A = {(}, pués A tiene un
elemento, el conjunto vacio.

Ejemplo 2.1.3 Sea A= {x € R:2* = —1}. Entonces A = 0.

Proposicién 2.1.4 Sea A un conjunto cualquiera. Entonces () C A.

2.1.2 Operaciones con conjuntos

Si Ay B son dos conjuntos, es posible construir nuevos conjuntos por medio
de las siguientes operaciones:

e la unioén de A y B es el conjunto AU B de todos los elementos de A
o de B, es decir

AUB={z:z€ A 6 xz€ B}
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e la interseccion de A y B es el conjunto AN B de todos los elementos
que pertenecen tanto a A como a B, es decir

ANB={z:x€A y z€B}

Si Ay B no tienen elementos en comin, entonces AN B = () y se dira
que A y B son disjuntos

e ¢l complemento (relativo) de B respecto de A es el conjunto A\ B
de todos los elementos de A que no pertenecen a B, es decir

AB={zx:x€A y x¢B}

Ejercicio 2.1.1 Sean A = {-1,0,3,7} y B ={-3,—-1,0,3,5,7,8}. Deter-
minar AU B, AN B y A\B.

e ¢l producto cartesiano de dos conjuntos no vacios Ay B es el con-
junto de todos pares ordenados (a,b) con a € Ay b € B, es decir

AxB={(a,b):ac A y be B}

Para representar graficamente un produco cartesiano A x B de dos conjuntos,
se puede utilizar un sistema de ejes. Los elementos de A se representan por
medio de puntos del eje de las abscisas y los elementos de B por medio de
puntos del eje de las ordenadas. Entonces los elementos de A x B son todos
los puntos de “coordenadas” (a,b).

Por ejemplo, sean A = {z,y,2} y B = {a,b}. La figura 2.1 es una repre-
sentacion grafica (obtenida con Maple V sustituiendo las letras por nimeros:
r=1y=2z2=3,a=1,b=2)de Ax B.

4

3

y2

1

0 1 2 3

Figura 2.1: Grafica de A x B.

Ejercicio 2.1.2 Sean A ={-1,0,3,7} y B ={—1,1}. Determinar y repre-
sentar grdficamente el conjunto A x B.
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2.1.3 Partes de un conjunto y propiedades de las opera-
ciones con conjuntos

Si A es un conjunto, se llama conjunto de las partes de A, P(A), al nuevo
conjunto cuyos elementos son exactamente los subconjuntos de A.
Nota: Para todo conjunto A, P(A) es siempre no vacio, ya que ) € P(A).

Ejemplo 2.1.5 Sea A = {a,b,c}. Entonces
P(A) ={0,{a},{b},{c},{a,b}.{a, c} {b,c},{a,b,c}}.

Sean A, B y C tres conjuntos. Las principales propiedades de las opera-
ciones con conjuntos son las siguientes:
1) idempotencia de la union y de la interseccion:

AUA=A (2.3)
ANA=A (2.4)

2) conmutatividad de la uniéon y de la interseccion:

AUB=BUA (2.5)
ANB=BnNA

3) asociatividad de la union y de la interseccion:

AUu(BUuC)=(AUuB)UC .
ANn(BNC)=ANB)NC (2.8)

4) distributividad de la union respecto de la interseccion y de la inter-
seccion respecto de la union:

AU(BNC)=(AUuB)N(AUC) (2.9)
AN(BUC)=(ANB)U(ANCQC) (2.10)

5)
Aubh=A (2.11)

AND=0 (2.12)
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6) Leyes de De Morgan (para conjuntos):

O\(AU B) = (C\A) N (C\B) (2.13)
O\(AN B) = (C\A) U (C\B) (2.14)

7)
(A\B)UB=AUB (2.15)
(AA\B)NB =0 (2.16)
A\(A\B) = ANB (2.17)

Ejercicio 2.1.3 Demostrar las propiedades enunciadas en el punto 7).

Unidn e intersecciéon de una familia arbitraria de conjuntos.

Las definiciones de unién y de interseccién de dos conjuntos se pueden
extender a una familia arbitraria de conjuntos. Si J es un conjunto fijado y
asociamos a cada j € J un conjunto A;, entonces obtenemos la familia de
conjuntos {4;};c;.

La union de los conjuntos de la familia {A,};c; es el nuevo conjunto

A=J4
Jjed

tal que x es un elemento de A si x es un elemento de al menos uno de los
conjuntos de la familia {4;};c;.
La interseccion de los conjuntos de la familia {A;};c, es el nuevo conjunto

A=()4
j€J
tal que = es un elemento de A si x es un elemento de todos los conjuntos de

la familia {A;};e;.

Ejemplo 2.1.6 Si J = N y Vn € N definimos N,, = {1,2,3,--- ,n}, en-
tonces  U,exNo =N v (,enNn = {1}.
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2.1.4 Cardinal de un conjunto

El cardinal de un conjunto finito A, Card(A), es el nimero de elementos de
A. Si A es un conjunto infinito se escribira Card(A) = co.
Sean A y B dos conjuntos finitos cualesquiera, entonces

Card(AUB) = Card(A)+ Card(B) — Card(AN B) < (2.18)
< Card(A) + Card(B)

Si ANB =0, Card(AU B) = Card(A) + Card(B).

Observacion: Se puede comprobar que si A es un conjunto finito, Card(A) =
n = Card(P(A)) = 2".

Ejemplos 2.1.7 1) Card(N) = co
2) Sean A = {-2,0,3,17} y B = {-7,0,5,17,18}. Entonces, AU B =
{-7,-2,0,3,5,17,18} y AN B = {0,17}. Se sigue que

7= Card(AU B) = Card(A) + Card(B) — Card(ANB) =4+5— 2.

En el capitulo 3 volveremos a hablar de cardinal de un conjunto en mas
detalle.

2.2 Relaciones binarias

Sean A y B dos conjuntos no vacios.

Definiciéon 2.2.1 Una relaciéon binaria entre A y B es un subconjunto
R del producto cartesiano A x B. Si (a,b) € R se dird que a y b estin
relacionados y se escribird aRb.

Ejemplo 2.2.2 Sean A = {a,b,c}, B={d,e} y R={(a,d),(b,e),(c,d),(c,e)}.
Entonces aRd,bRe,cRd y cRe. (Ver figura 2.2)

Si R C Ax A (es decir, si A= B), se dird que R es una relaciéon binaria
en A.

Ejercicio 2.2.1 Sean A = {a,b,c}, R = {(a,a),(b,a),(c,b),(c,c)}. En-
tonces aRa,bRa,cRb y cRc. Representar graficamente la relacion R.
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Figura 2.2: Grafica de R.

Ejercicio 2.2.2 En base a la siguiente Tabla 1, describir las relaciones en
el conjunto A = {Andrea, Beatriz, Carlos, Davide, Edward } :
1) xRy < x ey viven en el mismo pais.
2) xRoy < x ey tienen el mismo numero de teléfono o la misma edad.
3) xRsy < x ey tienen la misma altura y son europeos.

Tabla 1 | Edad Tel. Pais Altura | Ocupacion
Andrea 21 | 43-6950-555-0001 | Alemania | 1,75 | Informdtica
Beatriz 18 34-91-555-0000 Espana 1,68 | FEstudiante
Carlos 37 34-91-555-0000 Espana 1,75 Profesor
Davide 18 39-06-555-0002 Italia 1,65 | FEstudiante
Edward 21 1-215-555-0003 EEUU 1,68 Profesor

Una relacion R en un conjunto no vacio A puede ser:

e R1) reflexiva: Vz € A zRx

)

e R2) simétrica: Vx,y € A xRy = yRx

e R3) antisimétrica: Vz,y € A zRyeyRr = x =1y
)

e R4) transitiva: Vr,y,2 € A zRye yRz= xRz

Ejercicio 2.2.3 Interpretar grdificamente las propiedades reflexiva, simétri-
ca, antisimétrica y transitiva.

Observacion 1 Las tnicas relaciones binarias en un conjunto no vacio A
que sean al mismo tiempo simétricas y antisimétricas son tales que R C

{(z,y) 1z =y}
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Ejemplos 2.2.3 1) Sea A el conjunto de las personas y R = {(a,b) € AXA:
a es el padre de b}. Esta relacidn no tiene ninguna de las propiedades R1, R2

y RA.

2) En el conjunto de las partes P(A) de un conjunto A, la relacion de
inclusion R = {(B,C) € P(A) x P(A) : B C C} es reflexiva, antisimétrica
y transitiva.

3) En el conjunto Z de los nimeros enteros, la relacion R = {(n,m) €
Z X Z:n—m es par} es reflexiva, simétrica y transitiva.

4) En el conjunto de las rectas del plano real, la relacion “r es ortogonal
a s” no es reflexiva, es simétrica y no es transitiva.

Definiciéon 2.2.4 Si R C A X B es una relacion binaria, se denomina

e dominio de R al conjunto

dom(R) ={x € A: Jy € B tal que (zv,y) € R} C A

e imagen directa (o rango) de R al conjunto

Im(R) ={y € B:3x € A tal que (z,y) € R} C B

e imagen tnversa (o reciproca) de un subconjunto C' de B al conjunto

RYC)={r€A:IyeC tal que (z,y) € R} C A
e codominio de R al conjunto B.

Ejercicio 2.2.4 Determinar dominio e itmagen de las relaciones definidas
en los ejemplos (2.2.2) y (2.2.3).

2.2.1 Relaciones de equivalencia

Definiciéon 2.2.5 Una relacion binaria R en un conjunto no vacio A se
denomina relacion de equivalencia si es reflexiva, simétrica y transitiva.
Si R es una relacion de equivalencia en A y a,b € A son tales que aRb, se
escribird a ~ b.
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Sia € Ay ~ es una relacion de equivalencia en A, se puede definir un
subconjunto C'(a) de A denominado clase de equivalencia de a :

Cla)={x € A:z ~a}. (2.19)

Notar que C'(a) no es vacio ya que toda relacion de equivalencia es reflexiva.
Sea b otro elemento de A. Puede ocurrir so6lo una de las siguientes situa-
ciones:

si a ~ b, entonces C'(a) = C(b), (2.20)
si a » b, entonces C(a) N C(b) = (. (2.21)

Por tanto, si consideramos el conjunto de las distintas clases de equivalencias,
este conjunto representa una particion de todo A entre subconjuntos disjuntos
y se denomina conjunto cociente.

Ejemplos 2.2.6 1) La relacion R = {(n,m) € Z X Z : n — m es par}, es
una relacion de equivalencia y Z = C(0)UC(1). C(0) es el conjunto de todos
los enteros pares y C(1) de los enteros impares.

2) En el conjunto de las rectas del plano real, la relacion “r es paralela a
s” es una relacion de equivalencia. Para toda recta v, C(r) representa a la
direccion determinada por r.

3) Nimeros ractonales
En el conjunto F de las fracciones F := {p/q : p,q € Z y q # 0}, para
todo par de fracciones r1 = % Yro= Z—j, se define la relacion de equivalencia
R como ry ~ 19 & p1go = paq1- El conjunto de las clases de equivalencia es

el conjunto Q de los nimeros racionales.

Ejercicio 2.2.5 Utilizando la Tabla 1 del ejercicio (2.2.2), definir una relacion
de equivalencia en A y determinar las relativas clases de equivalencia.

2.2.2 Relaciones de orden

Definicion 2.2.7 Una relacion R en un conjunto (no vacio) A es una rela-
cion de orden si es reflexiva, antisimétrica y transitiva. Si R es una
relacion de orden en A y x,y € A son tales que xRy, se escribird v < y.

Una relacion de orden R sobre A tal que cada dos elementos z e y de A
se pueden comparar (es decir, Vz,y € A, xRy 6 yRz) es una relaciéon de
orden total. Si una relaciéon de orden R no es de orden total, entonces es
una relaciéon de orden parcial.
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Ejemplos 2.2.8 1) En el conjunto de los nimeros reales la relacion “menor
0 igual que” (<) es una relacion de orden total. En particular, sea A :=
{1,2,3,4,12}. El orden del conjunto A dato por < se puede representar con
un grafo orientado:

1—2—3—4———12

2) En el conjunto de las partes de un conjunto A, la relacion de inclusion
(C) es una relacion de orden parcial.

3) En el conjunto de los nimeros naturales la relacion “ser divisor de’, |,
es una relacion de orden parcial. En particular, para el mismo conjunto
A = {1,2,3,4,12} del ejercicio 1), la relacion | se puede representar por
medio del siguiente grafo:

/! N\
1l — 2 — 4 — 12

Ejercicios 2.2.1 1) Dibujar el grafo de la relacion de orden parcial C en
P(A), donde A :={a,b,c}.

2) Dibujar el grafo de la relacion de orden parcial | en el conjunto B :=
{2,4,5,8,15,45,60}.

r i6n rden “<” en u iar un i6
A toda relaciéon de orden “<” en A se le puede asocia a relacion de
orden estricto, definida por

Ve,ye A, z<y & <y y z#y. (2.22)

La relacién < es tal que

i) no existen elementos x,y € A tales que z < y e y < x simultaneamente,

ii) es transitiva.

Viceversa, a partir de una relaciéon R en A que cumple las condiciones i
y ii, se puede definir la relacion de orden

r<ye(r<y 6 z=y).

Son muy importantes las relaciones de orden estricto y total, es
decir, las relaciones que satisfacen las siguientes dos propiedades:
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e transitiva: Vr,y,z € A, z<yey<z=x<z

e de tricotomia: Vx,y € A, se cumple exactamente una de las siguientes
afirmaciones:
r=y, <y, y<ux.

Ejemplos 2.2.9 1) En el conjunto de los nimeros reales la relacion “menor
que” es una relacion de orden estricto y total.

2) En el conjunto de las partes de un conjunto A, la relacion de inclusion
propia (es decir, VB,C € P(A), B<C si BC C y B # C) es una relacion
de orden estricto parcial.

2.2.3 Minimos y maximos de un conjunto

Definicion 2.2.10 Si < es una relacion de orden en un conjunto A y B C A,
un elemento m € B es un minimo de B si Y € B m < x. Un elemento
M e B esun mdzximo de B st Ve e B x < M.

Ejercicio 2.2.6 (Unicidad del minimo y del mdzimo) Sean < una relacion
de orden en un conjunto A, B C A, my, mo € B dos minimos y My, My € B
dos mdzximos de B. Comprobar que my = my y que My = M.

Ejemplos 2.2.11 1) () es el minimo y A el mdzimo del conjunto de las partes
P(A) del conjunto A, ordenado con la inclusion.

2) —1 es el minimo y 4 es el mdzimo del intervalo (cerrado) [—1,4] C R,
donde R tiene el orden “menor o igual que.”

3) En el conjunto de los nimeros naturales ordenados por “ser divisor
de,” 1 es un minimo, pero no existe un mdrimo.

Ejercicio 2.2.7 Hallar, si existen, los mdzrimos y minimos de los conjuntos
parcialmentes ordenados A y B del ejercicio (2.2.1).

2.3 Funciones

Una funcion (o aplicacion), f : A — B, de un conjunto no vacio A a un
conjunto no vacio B se puede definir como “una regla de correspondencia que
asigna a cada elemento a € A un tnico elemento b = f(a) € B.” Esta defini-
cion es muy intuitiva, pero no explica el término “regla de correspondencia”
con suficiente claridad.
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La siguiente definicion es mas general e identifica el concepto de funcion
con una clase particular de relaciones binarias.

Definicién 2.3.1 Sean A y B dos conjuntos no vacios. Una funcion (o
aplicacion) f : A — B es una relacion binaria f C A X B tal que

f1) dom(f) = A,

f2) si a € dom(f) existe un dnico par ordenado (a, f(a)) € f.

Entonces una funcion f : A — B es una relacién entre A y B tal que a
cada elemento de a € A corresponde un tnico elemento f(a) del codominio
B. Si (a, f(a)) € f, se dird que f(a) es la imagen de a por la funcion f o el
valor de f en a.

Test de la recta vertical: Una relacion R C A x B es una funcioén si y
solo si

1) dom(R)=A 'y

2) su grafica corta a cada “recta vertical” en un punto a lo mas.

Ejemplos 2.3.2 1) La relacion binaria definida en el ejemplo (2.2.2) no es
una funcion.

2) La funcion f: R — R definida por Vz € R, f(z) =z, es tal que
dom(f) =R y Im(f) =R.

3) La funcion f : R — R definida por Vz € R, f(z) = 22, es tal
que dom(f) =R e Im(f) = RT U{0}(= [0,00)). En este caso, f~1([0,2]) =
[_\/57 \/5] Y f_l((_27 0]) = {O}

4) La funcion f(x) = \/z estd definida sdlo para nimeros reales no ne-
gativos, entonces dom(f) = Im(f) =10, 00).

5) El dominio de la funcion f(z) = 52 es R\{—1,1}.

Dos funciones f,g C A x B son iguales si y solo si:
a) dom(f) = dom(g)
b) Va € dom(f), f(z) = g().

Ejemplo 2.3.3 Las funciones f(z) = 22, Vo € R y g(x) = 2%, Vo > 0 no
son iguales, ya que dom(f) # dom(g).



34 CAPITULO 2. CONJUNTOS, RELACIONES Y FUNCIONES

2.3.1 Funciones inyectivas, sobreyectivas y biyectivas

Definicion 2.3.4 Una funcion f: A — B es

e inyectiva: siVr,y € A,
r#y= f(x) # f(y) o, equivalentemente,
f@)=fly) =z=y.

A elementos distintos x ey de A corresponden elementos distintos f(x)
y fy) de B.

e sobreyectiva: si f(A) = B o, equivalentemente, si
Vb € B Ja € A tal que f(a) =b.

Cada elemento de B es el imagen de al menos un elemento de A.

e biyectiva: si es inyectiva y sobreyectiva.
Por tanto, una funcion f: A — B es biyectiva si

Vb € B J!(existe un inico) a € A tal que f(a) = 0.

Test de la recta horizontal: Una funcién f es inyectiva si y sélo si
cada “recta horizontal” corta la grafica de f en un punto a lo mas.

Ejemplos 2.3.5 1) La funcion f: R — R definida por Vzx € R, f(z) =
x, es biyectiva.

2) La funcion f: R — R definida por Vx € R, f(x) = 22, no es ni
tnyectiva, ni sobreyectiva.

3) La funcion f :[0,00) — [0,00) definida por Vz € R, f(z) = V/x,
es biyectiva.

4) La funcion proyeccion sobre A, p : A x B — A, definida por
p(a,b) = a, es sobreyectiva y no es inyectiva (salvo que card(B) =1).

5) La funcion identidad en A, Idy : A — A, definida por Ida(a) = a,
es biyectiva.

Observacion 2 Si f : A — B es una funcion inyectiva, entonces la fun-
cion f: A — f(A) es biyectiva.
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2.3.2 Composiciéon de funciones

Definicién 2.3.6 Sean f : A — By g : B — C dos funciones. La
funcion composicion (o compuesta) de f y g es la funcion gof : A — C
definida por¥Ya € A, (go f)(a) = g(f(a)). Entonces

gof=A{(a,9(f(a))):ac A} C AxC.

Ejercicios 2.3.1 1) Sean f,g : R — R las funciones f(x) = Va?+ 1y
g(x) = x + 1. Verificar que go f # f o g. (Entonces la composicion de
funciones no es conmutativa.)

2) Demostrar que si f : A — B es una funcion, entonces f = Idgo f =
foldy.

3) Descomponer la funcion f(x) = \/3 + (2+seln(x))2 en una composicion

de funciones mds simples.

Proposicion 2.3.7 Sean f : A — By g : B — C dos funciones.
Entonces,

1) Si f y g son inyectivas, go f es inyectiva.

2) Si f y g son sobreyectivas, go f es sobreyectiva.

3) Si f y g son biyectivas, g o f es biyectiva.

Demostracion 1) Sean aj,as € A tales que g(f(a1)) = g(f(az)). Tenemos
que demostrar que a; = as.
Ya que gy f son inyectivas, g(f(a1)) = g(f(a2)) = f(a1) = f(az) = a1 = as.
2) Sea ¢ € C. Esta vez tenemos que verificar la existencia de un a € A
tal que g(f(a)) = c.
Ya que g y f son sobreyectivas, 3b € B tal que ¢g(b) = ¢y Ja € A tal que
f(a) = b. Entonces Ja € A tal que g(f(a)) = g(b) = c.
3) Se sigue de 1) y 2). O

2.3.3 Funcién inversa

Definiciéon 2.3.8 Dada una funcion biyectiva f : A — B, la relacion bi-
naria

ft={b,a): (a,) e [} CBx A

es una funcion ya que (siendo f biyectiva), para todo b € B, existe un tinico
a € A tal que b= f(a). La funcién f~' se denomina funcién inversa de f.
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Se sigue que dom(f~') = Im(f) y Im(f~) = dom(f).
Nota: el simbolo f~! significa la inversa de f, no %

Ejemplos 2.3.9 1) La funcion inversa de la funcion identidad en A, Idag,
es la misma funcion Idy.

2) Sea f :]0,00) — [0,00) la funcién f(x) = /. No es dificil verificar
que f es biyectiva y que f~1:]0,00) — [0,00) es la funcion f(z) = x>

3) Para determinar la funcion inversa de la recta f(x) = 3z —1, Vo € R,
se puede usar el siguiente procedimiento:

a) escribimos y = f(x) = 3z — 1,

b) despejamos respecto de la variable x : x

c) intecambiamos las variables v e y : y =

d) ponemos [~ (x) = T

Grafica de f~! :siexiste f1, su grafica se obtiene tomando la simétrica
de la grafica de f respecto de la diagonal del primer y tercer cuadrante con
dom(f=Y) = Im(f) y Im(f~') = dom(f). La figura 2.3 contiene las graficas
de las funciones z? y e® con sus inversas: /z y In(z).

z+1
3

Figura 2.3: Graficas de 22, €® y sus inversas

Proposiciéon 2.3.10 Sean f : A — By g : B — C dos funciones
biyectivas. Entonces,

1) f_lof:IdA
2) fof'=1Idy
9) (g f)y ' =frogl:C— A

Ejercicio 2.3.1 Demostrar la proposicion (2.5.10).

Ejercicio 2.3.2 Sea f:[0,1] — [0,4] la funcién definida a trozos por
f(x):{ 2z 81 0§1’§%
422 st % <xr<1
Si f es biyectiva, hallar su inversa.



Capitulo 3

Numeros reales

En este capitulo se presenta una descripcion del conjunto de los niimeros
reales, R, a partir de sus axiomas algebraicos, de orden total y de la propiedad
del supremo (o completitud). Los nimeros reales también se pueden construir
a partir de las propiedades del conjunto de los ntimeros naturales N, pero
esta construccion no se desarrollard. Al no desarrollar esta construccién no
serd posible demostrar la existencia de los nimeros reales ni desarrollar la
teoria necesaria para asegurar que los axiomas que vamos a presentar los
definen tinicamente.

Los numeros reales se pensaran asociados a una recta, la recta real,
por medio de una correspondencia biyectiva: cada punto de la recta queda
asociado a un tnico ntmero real y viceversa.

Los conjuntos de los niimeros naturales, enteros y racionales se estudiaran
como subconjuntos de R. Entonces ellos también corresponden univocamente
a puntos de la recta real. La existencia de v/2 (la longitud de la diagonal del
cuadrado unitario) en R y no en Q probara que el conjunto de los nimeros
irracionales, R\@Q, no es vacio.

Aunque Q es un subconjunto propio de R, veremos que es posible aprox-
imar todo nimero real, con la precisién que se desee, por medio de niimeros
racionales, es decir, tan cerca como queramos de cualquier nimero real hay
nimeros racionales. Este aspecto es particularmente importante ya que ob-
servaremos que el conjunto de los reales es no numerable (equivalentemente,
se dice que tiene la potencia del continuo) y, por tanto, es "mucho mas
grande" que el conjunto de los nimeros racionales, que es un conjunto nu-
merable.

Finalmente, la representacion decimal de los niimeros reales nos hara

37
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entender como la teoria que vamos a ilustrar es la base de todas las apro-
ximaciones numéricas que se emplean cada vez que se resuelve un problema
concreto por medio de un ordenador. Esta claro que escribir v/2 = 1.41421
no es correcto: el nimero que esta a la izquierda es irracional mientras que
el que estda a la derecha es racional. El racional 1.41421 es simplemente
una aproximacion del valor real de v/2 y, ajustados a las capacidades de
nuestro ordenador, la teoria de los ntmeros reales nos dice que esta apro-
ximacion se puede mejorar arbitrariamente. Los métodos analiticos que se
pueden emplear para realizar esta mejoria se desarrollardn en los siguientes
capitulos.

El capitulo se cierra con una serie de reflexiones sobre el error que se intro-
duce al utilizar métodos numeéricos en la soluciéon de problemas matematicos
(ver también la primera practica con Maple V de esta asignatura).
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3.1 Estructura algebraica de R

Sean + : R xR — R y -:R xR — R las operaciones binarias usuales
de adicién y de multiplicacién definidas sobre R.

El conjunto R con las operaciones de suma + y producto - tiene estructura
de cuerpo ((R,+,-) es un cuerpo) definida por los siguientes axiomas:

A1l) (Propiedad conmutativa de la adicion)
Va,beR a+b=0b+a

A2) (Propiedad asociativa de la adicion)
Va,b,ce R (a+b)+c=a+ (b+c)

A3) (Existencia del elemento neutro de la adicién)
JeRtalqueVaeR a+0=04+a=a

A4) (Existencia del opuesto)

VaeR d(—a)eRtal quea+ (—a)=(—a)+a=0

M1) (Propiedad conmutativa de la multiplicacion)

Va,be R ab=ba

M2) (Propiedad asociativa de la multiplicacion)
Va,b,ce R (ab)c=a (bc)

M3) (Existencia del elemento neutro de la multiplicacion)
JdleR(1#0)talqueVaeR al=1la=a

M4) (Existencia del inverso)

Va € R\{0} 3J1/a € R tal quea (1/a) = (1/a)a=1

D) (Propieded distributiva de la multiplicacion respecto de la adicion)
Va,b,ce R a(b+c)=ab+ac y (b+c)a=ba+ca
Observacion 3 (Q, +,-) es también un cuerpo.
Propiedades:

¢ (Reglas de cancelacion en R)

1) Si a,b,c € R son tales que a + b = a + ¢, entonces b = c.
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2) Sia,b,c € Ry a+#0son tales que a b= a c, entonces b = c.
En particular, las reglas de cancelacion implican la unicidad de los
elementos neutros 0 y 1.
e (Unicidad del opuesto y del inverso en R)
1) Si a,b € R son tales que a + b = 0, entonces b = —a.
2) Sia,b € Ry a0 son tales que a b= 1, entonces b = 1/a.

e (Unicidad de la solucién de una ecuacién lineal en R)
Sean a,b € R.
1) La ecuacion a + x = b tiene una tunica solucién en R, x = b — a.

2) Si a # 0, la ecuacion a x = b tiene una tnica solucién en R, z =

(1/a) b.

Observacion 4 Referido a la unicidad de la solucion de una ecuacion
lineal en R.

El apartado 1) es vdlido también en el conjunto de los nimeros enteros,
pero no lo es en el conjunto de los nimeros naturales. El apartado 2)
es vdlido también en el conjunto de los niumeros racionales, pero no lo
es en el conjunto de los numeros enteros.

e Para todo a € R,
a0=0, (-1)a=-a, —(—a)=a y (-1)(-1)=1L1

e Sean a,b,c € R.

)a#0=1/a#0 y 1/(1/a)=a.
2)a-b=0=a=0 6 b=0.
Estas propiedades se pueden verificar facilmente.

Por ejemplo, la regla de cancelacion 1), es decir, el hecho que si a,b,c € R
son tales que a + b = a + ¢ entonces b = ¢, se puede demostrar como sigue:

a+b=a+c=(—a)+(a+b)=(—a)+(a+c) =
(—a+a)+b=(—a+a)+c=0+b=0+c=b=c.
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3.2 Las propiedades de orden en R

En el conjunto de los nimeros reales existe una nocién de orden natural,
ésta es la relacion "menor que". Esta relaciéon de orden se representa en la
recta real por medio de la orientacion usual de izquierda a derecha. Existe
una forma conveniente de introducir esta relacion de orden en R por medio
de unas propiedades fundamentales de los nimeros positivos, es decir de los
nimeros que estan a la derecha de 0.

Axioma de orden: existe un subconjunto R* no vacio de R, el conjunto
de los reales positivos, tal que

0O,) Va,beRT a+beR"T

Oy) Va,beR* ab e R

Os)(Propiedad de tricotomia) Si a € R se cumple exactamente una de las
siguientes: a € R™, a=0, —aeR".

Notacién:

Si a € RT, entonces a es positivo (estrictamente) y se escribe a > 0
Si a € R U {0}, entonces a es no negativo y se escribe a > 0

Si —a € R, entonces a es negativo y se escribe a < 0

Si —a € RT U {0}, entonces a es no positivo y se escribe a < 0

Relaciones de orden:

La relacién en R "menor que" esta definida por

Va,b e R a<b&b—acRT.

La relacion en R "menor o igual que" estd definida por
Va,beR a<beb—acR"U{0}.

Ejercicio 3.2.1 Verificar que la relacion < es una relacion de orden y que
la relacion < es una relacion de orden estricto total.

3.2.1 Intervalos

Ahora que tenemos un orden en R, podemos definir y fijar la notacién para
los intervalos de la recta real.

Sean a y b dos niimeros reales tales que a < b.

Intervalos acotados

Intervalos abiertos:

(a,b) :={r €R:a <z <b}

Entonces (a,a) = 0.
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Intervalos cerrados:

[a,b] :={r eR:a <z <b}

Entonces [a,a] = {a} y I =[0,1] es el intervalo unitario.
Intervalos semiabiertos (o semicerrados):

[a,b) :={r €R:a <z <b}

(a,b] : ={r€R:a <z <b}

La longitud de un intervalo acotado no vacio es igual a b — a.

Intervalos no acotados
Intervalos abiertos infinitos:
(a,00) :={r €R:a <z}
(—o0,a):={reR:z<a}
Intervalos cerrados infinitos:
[a,00) :={r €R:a <z}
(—o0,a] :={reR:z<a}
R = (—o00, 00).

3.2.2 Desigualdades

Las propiedades de orden de R nos permiten resolver problemas como el
siguiente:

Ejemplo 3.2.1 La relacion entre las escalas Celsius y Fahrenheit estd dada
por C = g (F — 32), donde C' es la temperatura en grados Celsius y F la en
grados Fahrenheit. ;Que intervalo de valores en la escala Celsius corresponde
al intervalo de temperatura 50 < F < 957

Para hallar el intervalo de temperaturas en grados Celsius podemos sim-
plificar la formula C = g (F'—32) del problema anterior y despejar la variable
F en términos de la variable C' : F' = §C+32. Entonces 50 < §C+32 < 95.
Ahora tenemos que conocer qué operaciones algebraicas se pueden utilizar
para simplificar una desigualdad preservando la informacién original sobre el
orden de las variables empleadas.

Reglas de las desigualdades Sean a,b,c,d € R.
1)a e R\{0} = da*>0

2) NCR*

3)a>b=a+c>b+c
Ha>byc>d=a+c>b+d
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5) i)
ii)a>byc<0=ac<bec
6)i)a>0=1>0
ij)a<0=32<0
7) Si a € RT U {0} es tal que ¥b > 0,a < b, entonces a = 0. (Esta
propiedad se puede verificar por contrapositivo: si a > 0, el ntiimero positivo
5 es tal que 0 < § < a.)
8) i) si ab > 0 entonces a y b tienen el mismo signo.
ii) si ab < 0 entonces @ y b tienen signo opuesto.

a>byc>0=ac>bc

Observacion 5 La propiedad 7) implica que el conjunto R no tiene mini-
mo.

Para hallar el intervalo del ejemplo (3.2.1) se puede proceder como sigue:

C=3(F-32)=F=2C+32

50§F§95:>50§§C+32§95:>18§§C§63:>10§C§35.
El intervalo buscado es [10, 35].

Ejercicio 3.2.2 Verificar que a < b= a < “TH’ < b.
Ejemplo 3.2.2 Determinar el conjunto A = {x € R : 3z* — 62 > —3}.

312 — 6> -3 32" —6r+3>0&3(z°—22+1) >0
SrP-204+1>0e(r—-1>2*>00# 1

Entonces A = R\{1}.

Ejercicio 3.2.3 Determinar el conjunto B = {x € R\{-1} : 251 < 2}.

Algunas desigualdades importantes:

1) La desigualdad de Bernoulli :

Sean x > —1 y n € N, entonces (1 + z)" > 1+ nz.

La desigualdad de Bernoulli se puede demostrar por induccién:
sin=1, z+1>z+1,

sine€ Ny (1+2)" > 1+ nz, entonces
A+z)"=0+2)1+2)">(1+2)(1+nz)=
=l4+nzx+z+nz*=14n+1z+nz*>1+4 (n+1)z.

2) La desigualdad de Cauchy :
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Sean a,b € R, entonces ab <

Para verificar la desigualdad de Cauchy utilizamos que el cuadrado de
todo nimero real es siempre no negativo. En particular,

0 < (a—0b)?=a®+b*—2ab=>2ab < a® + b* = ab < 5.

a?+b2
— -

3) La desigualdad de la media aritmética-geométrica :

Sean a,b € R™, entonces vab < aT*b

a+b
2

Vab es la media geométrica y es la media aritmética de a y b.

Ejercicio 3.2.4 Verificar que la desigualdad de Cauchy implica la desigual-
dad de la media aritmética-geométrica.

3.3 Valor absoluto

La funcion valor absoluto es muy ttil si queremos estimar los valores posi-
bles de funciones reales y su definicion esta intimamente relacionada con la
definicion de distancia entre dos nimeros reales.

Definicién 3.3.1 Sia € R, el valor absoluto de a se define segun la regla:

a st a>0
ja| = ‘

—a 81 a<0.

Se sigue directamente de la definicion que, para todo a en R :
la| >0, la|] =0 < a=0, la| = | — al, a < lal.

Ejercicio 3.3.1 Hallar las soluciones de la ecuacion |x — 2| = |22 — 1.

Propiedades del valor absoluto: Para todos a,b € R,
1) [ab| = [a] |0],

2) sic >0, entonces

la] <ce —c<a<c

c<l|al|ec<a 6 a< —c,

3) Desigualdad triangular: |a+ b < |a| + |b],

4) |la[ = |ol] < |a —0].

Distancia en R

Si a es un nimero real, su valor absoluto representa su distancia del cero.
Esta observacion fundamenta las siguientes definiciones de distancia y de
entorno abierto en R.
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Definicion 3.3.2 1) Sean a y b dos nimeros reales. La distancia entre a
y b es el nimero |a — b|.

2) Sean a,r € R con r > 0. El entorno abierto de centro a y radio
r es el conjunto I(a,r) ={x € R:|x —a| <r}.

Ejercicios 3.3.1 1) La produccion diaria estimada, p, en una refineria es
|p —2.250.000| < 125.000, donde p se mide en barriles de petroleo. Determi-
nar los niveles de produccion mds alto y mds bajo.

2) Determinar el conjunto B ={z € R: |z — 1| < |z|}.

3) Sea f:[2,3] — R la funcion definida por f(z) = % Encontrar
una constante M tal que |f(x)| < M para todo x € [2,3].

4) Sea a € R. Verificar que si x es un nimero real tal que Vr >0, x €
I(a,r), entonces x = a. (Utilizar la regla 7) de las desigualdades.)

3.4 Completitud de R

Antes de enunciar el ultimo axioma que se necesita para caracterizar com-
pletamente el conjunto de los niimeros reales, la propiedad de completitud,
tenemos que definir los conceptos de extremo inferior y superior de un sub-
conjunto de R. La completitud de R nos permitira, en el capitulo 5, establecer
importantes criterios de convergencia para sucesiones reales. En ese mismo
capitulo veremos también que el conjunto de los niimeros racionales no es
completo y, por tanto, existen sucesiones de niimeros racionales que tienen
como limite un nimero irracional.

3.4.1 Supremos e infimos

Dado un subconjunto de los niimeros reales, es a menudo importante poder
hallar sus puntos extremos, es decir los nimeros "mas grandes y mas pe-
quenos" que el conjunto puede contener. Veremos que en las aplicaciones es
de particular interes hallar los valores extremos de funciones reales y que la
teoria de la derivaciéon nos dard algunas técnicas béasicas para encontrarlos.
Es evidente que si estamos estudiando un intervalo acotado y cerrado
[a, b], entonces a es el valor minimo y b es el valor maximo de este conjunto.
Pero si nuestro conjunto es, por ejemplo, el intervalo (0,5] o el intervalo
[—15,00), tenemos que extender las ideas intuitivas de maximo y minimo.

Definiciéon 3.4.1 Sea A un subconjunto de R.
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Se dice que s € R es una cota superior de A (o que A estd acotado
superiormente) si  Vx € A, x <s.

De forma similar, se dice que i € R es una cota inferior de A (o que A
estd acotado inferiormente) si  Vx € A, i< .

Si A tiene una cota superior y una cota inferior, se dice que a estd aco-
tado.

Ejemplos 3.4.2 1) Elintervalo (—200,40) estd acotado. Elintervalo (50, 00)
no estd acotado superiormente. El conjunto (—o0,27) U {300} estd acotado
superiormente por 300.

2)El conjunto N = {%, n € N} estd acotado superiormente por 1,50,2345, - - -
e inferiormente por 0, —3, —65, - - - .

Un conjunto puede tener infinitas cotas superiores o inferiores. Es natural
preguntarse si, por ejemplo en el caso del conjunto N = {%, n € N}, existen
cotas superiores o inferiores que se puedan distinguir entre todas las demaés.
La intuicion nos dice que 1 (siendo un méximo) es una cota superior de N
"mejor que" 2345 y que 0 es una cota inferior "mejor que" —65. 1 es la cota
superior mas pequena y 0 es la cota inferior més grande.

Definicion 3.4.3 Sea A un subconjunto de R.

Un nimero real S es un supremo de A, S = sup(A) si

1) Vz e A, x <S8 (S esuna cota superior) Y

2) si otro nimero real u es tal que u < S, entonces eriste un elemento
a del conjunto A tal que u < a < S. (S es la cota superior minima.)

Un nimero real I es un infimo de A, I = inf(A), si

1) Yz €A, I <z (I esuna cota inferior) y

2)  si otro niumero real w es tal que I < w, entonces existe un elemento
a del conjunto A tal que I < a < w. (I es la cota superior mdzima.)

Ejemplos 3.4.4 1) —200 y 40 son el inf y el sup del intervalo (—200,40).
50 es el inf del intervalo (50,00) y el sup de este intervalo no existe. 300 es
el sup (el mdzimo) del conjunto (—oo,27) U {300} y el inf de este conjunto
no eriste.

2)1 es el sup y 0 es el inf del conjunto N = {=,n € N}.

Proposicion 3.4.5 (Unicidad del supremo y del infimo)
Sea A C R, entonces
1)si Sy y Sy son dos supremos de A, se sigue que S = Sa,
2)si Iy y Iy son dos infimos de A, se sigue que I; = Is.
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Demostracion Vamos a demostrar solo la parte 1) de la proposicion. La
demostracion de la parte 2) es similar.

La demostraciéon se puede hacer por contrapositivo: se supone que Sy #
S5 v se llega a la negacion de la hipotesis de que S; y S5 son supremos.

Si Sy #£ S5, entonces tenemos dos casos: S7 < Sy 0o S; > Ss.

Si S; < Sy, por ser Sy un supremo existe a € A tal que S; < a < S5. De
la desigualdad S; < a se deduce que S; no puede ser un supremo de A, ya
que no es una cota superior.

Anéalogamente, si So < S7, por ser S; un supremo, existe a € A tal que
Sy < a <51y S no es una cota superior. O

3.4.2 La propiedad del supremo de R

El dltimo axioma que falta para caracterizar el sistema de los niimeros reales
es el axioma de completitud o propiedad del supremo.

Para el conjunto N U {0} de los nameros enteros no negativos vale el
siguiente axioma de la buena ordenacion.

Axioma de la buena ordenacion de NU{0}: todo conjunto no vacio de
niumeros enteros no negativos tiene un primer elemento (es decir, un elemento
minimo).

El axioma de la buena ordenacion nos garantiza la existencia de un ele-
mento minimo de todo subconjunto de N U {0}. Es natural preguntarse si
esta propiedad vale también para subconjuntos de los niimeros reales. Por
ejemplo, ;jpodemos afirmar que el intervalo (0,300) C R tiene un elemento
minimo?. Por cuanto visto en la secciones anteriores, (0,300) tiene un infi-
mo, el namero 0, pero 0 no es un elemento del intervalo abierto (0,300), por
tanto no es un minimo.

La propiedad que caracteriza los subconjuntos acotados de R es el con-
tenido del siguiente axioma.

Axioma de completitud de R: todo conjunto no vacio A de R que
tenga cota superior (cota inferior), tiene un supremo (un infimo) en R.

Este axioma tiene importantes consecuencias que iremos tratando en las
secciones y en los capitulos que siguen.
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3.4.3 La propiedad de Arquimedes

Una primera consecuencia del axioma de completitud de los niimeros reales
involucra a los niimeros naturales.

Teorema 3.4.6 (La propiedad de Arquimedes)
Para todo nimero real x € R existe un numero natural n € N tal que x < n.

Demostracién El teorema se demostrara por reducciéon al absurdo. En-
tonces nuestra hipotesis serd que existe un ntmero real x € R tal que para
todo numero natural n € N, se verifica que x > n. Esta afirmacion implica
que el conjunto N C R esta acotado superiormente (por x) y, por el axioma
de completitud de R, tiene un supremo S = sup(N) en R. Siendo S — 1
un numero real estrictamente menor que S, se sigue de las propiedades de
supremo de S que existe un ntmero natural m tal que S —1 <m < S. La
desigualdad S —1 < m implica que S < m—+1y m+1 es un nimero natural.
Esta es una contradiccion ya que S es una cota superior de N. O

El siguiente corolario se utilizard en la demostracion de la existencia de
nimeros irracionales.

Corolario 3.4.7 Sea x > 0 un niumero real positivo, entonces existe un
numero natural n € N tal que % <.

Demostracién Si x es positivo también % es un nimero positivo y, por la
propiedad de Arquimedes, existe n € N tal que % < n. De la ultima desigual-
dad se sigue que % < x. O

3.4.4 La existencia de /2

En esta seccién vamos a verificar que los nimeros racionales forman un sub-
conjunto propio de los nimeros reales. Por tanto el conjunto R\Q de los
nimeros irracionales no es vacio. Nos hace falta simplemente encontrar
un nimero real que no es un racional.

Observacién 6 Sia y b son dos niimeros reales no negativos entonces a* <
b2, si y solo si a < b. Esta propiedad se sigue directamente de la igualdad

v —a*=(b—a)(b+a).
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Teorema 3.4.8 (La existencia de v/2)
Ezxiste un numero real positivo S tal que S? = 2.

Demostracién Sea A = {r € R" : 2% < 2}. El conjunto A contiene el
numero 1, entonces no es vacio. Ademaés, por la observacion anterior, A esta
acotado superiormente (por ejemplo, por 2). Por el axioma de completitud
de R, existe un namero real que es el supremo de A, S = sup(A4) > 1.

Hay que verificar que S? = 2.

En la demostracion se puede proceder por contrapositivo: se supone que
S? £ 2y se llega a contradecir que S es el supremo de A.

Casol: S? < 2. Vamos a verificar que en este caso se puede encontrar un
namero natural n tal que (S + %) es un elemento de A mayor que el supremo
S. (Esta es una contradiccion, ya que S tiene que ser mayor o igual de todo
elemento de A.)

Si (S+ 1) tiene que ser un elemento de A, el nimero n que estamos buscando
tiene que ser tal que (S + +)? < 2. Simplificando la expresion (S + +)? se
obtiene la siguente desigualdad:

(S+l)2:52+§+%252+l(25+1) <52+l(25+1)_

n n o n n n n

Ahora, si n es tal que S? + 1(25 + 1) < 2, se verifica también que (S +
%)2 < 2. Para encontrar el valor adecuado de n despejamos respecto de % la

desigualdad S? + (2S5 + 1) < 2. Se obtiene la nueva desigualdad + < ngi
Siendo %Qun nimero positivo (S? < 2y S > 1), por el cor(;lario (3.4.7)
con r = %, se sigue que existe un valor de n tal que % < %

Caso2: 5? > 2. Esta vez vamos a verificar que se puede encontrar un
namero natural n tal que (S — %) es un cota superior de A menor del supremo
S. (Esta es una contradiccion ya que S es la cota superior minima del conjunto
A)

Si el nimero n que estamos buscando es tal que (S — %)2 >2yS— % > 0,

por la observacion anterior resulta que para todox € A S — % >xryS— %

es una cota superior de A.

Simplificando la expresion de (S — +)? se obtiene la siguente desigualdad:
(5—1)2:52—§+i>52—§

n n n?

Ahora, si n es tal que S* — 22 > 2, se verifica también que (S —1)% > 2. Para

encontrar el valor adecuado de n despejamos respecto de % la desigualdad
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S92 _ % > 2. Se obtiene la nueva desigualdad % < % Siendo % un
ntimero positivo (5% > 2y S > 1), por el corolario (3.4.7) con x = —5252, se

sigue que existe un valor de n tal que % < % Si este valor de n no es tal
que S — % > 0, se condidera un valor m € N tal que S — % > 0 (este valor
existe por el corolario (3.4.7)) y m > n. O

Observacion 7 La demostracion anterior se puede generalizar para demos-
trar la existencia de la raiz cuadrada y, mds en general, de orden n € N, de
un cualquier nimero real no negativo.

Ahora que hemos establecido su existencia, podemos verificar que v/2 no es
un nimero racional. Por empezar, hay que considerar la siguiente propiedad
de los enteros pares.

Lema 3.4.9 Sin es un nidmero entero tal que n* es par, n es par.

Demostracién Podemos utilizar una demostraciéon por contrapositivo:
n=2k+1,(k€Z)=n*=4k* + 4k + 1 = 2(2k* + 2k) + 1.

Entonces n impar implica n? impar. O

Teorema 3.4.10 No existe un nimero racional v tal que r* = 2.

Demostraciéon Haremos esta demostracion por reducciéon al absurdo. En-
tonces sea r = £ un ntimero racional tal que 7> = 2. Podemos simplificar la
fraccion § de forma tal que p y ¢ no tengan factores comunes distintos de 1
y -1. De la igualdad r? = 2 se sigue que p*> = 2¢? y que p? es un entero par.

Por el lema anterior, p es par. Entonces p = 2m, con m € Z. También se

sigue que ¢ = %2 = % = 2m? es par. Hemos llegado a una contradiccion,
ya que p y ¢ no pueden tener el factor comun 2. O

Finalmente podemos afirmar que existen ntmeros reales que no son racionales.
El conjunto (no vacio) R\Q es el conjunto de los nimeros irracionales.
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3.4.5 Densidad de Q en R

Acabamos de verificar que el conjunto de los nimeros racionales Q es un
subconjunto propio de R. Sin embargo, si @ es un nimero real cualquiera (por
ejemplo un irracional) y, a partir del punto a, nos desplazamos sobre la recta
real una cantidad arbitrariamente pequena (hacia la derecha o la izquierda)
hasta llegar a un nuevo punto b, siempre podemos encontrar un nimero
racional r que estd entre a y b. Esta propiedad de los niimeros racionales se
expresa diciendo que QQ es denso en R.

Observacion 8 Six > 0 es un nimero real positivo existe un nimero entero
no negativo, n € NU{0}, tal que n < x < n+1. Al niimero n se le denomina
parte entera de x y se escribe n = [z]. (La definicion de parte entera de un
real se justifica utilizando la propiedad de Arquimedes de N : si x es positivo,
el conjunto A ={m € N:x <m+1} es un subconjunto no vacio de N. Por
el axzioma de la buena ordenacidn de NU{0}, el conjunto A tiene un minimo
n. Entonces n es tal quen <x <n+1.)

Teorema 3.4.11 (Teorema de densidad de Q) Sean a y b dos nimeros
reales tales que a < b. Entonces existe un numero racional 1 tal que a <
r <b.

Demostracién Sea a positivo. Ya que b — a es un nimero positivo, por
la propiedad de Arquimedes existe un nimero natural n tal que % < b-—a.
Entonces n es tal que 1 < n(b— a) = nb — na, es decir, tal que 1+ na < nb.
El niimero na es también positivo, entonces su parte entera, [nal, es tal que
[na] < na < [na] + 1. Ademas na < 1+ [nal] <1+na<nbya< % < b,
donde r = % es un numero racional.

Si ahora a < 0, —a es no negativo y, por la propiedad de Arquimedes, existe
un numero natural n tal que —a < n, es decir, tal que n +a > 0. Ya que
b > a, se sigue también que 0 < n + a < n + b. Por la primera parte de esta
demostracion, existe un ntmero racional s tal que n +a < s < n + b. De
estas tltimas desigualdades se sigue que el niimero racional » = s — n es tal
que a < r <b. O

Del teorema anterior se sigue facilmente que también los ntimeros irracionales
son densos en R :

Teorema 3.4.12 (Teorema de densidad de R\Q) Los nimeros irra-
cionales son densos en R.
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Demostracién Sean a y b dos ntimeros reales tales que a < b. Entonces
\% y \% son dos numeros reales y, por el teorema de densidad de Q, existe
un nimero racional r tal que \% <r< \% Se sigue que el niimero irracional

V2r (;por qué no es racional?) es tal que a < V21 < b. O

3.4.6 Intervalos encajados y representaciéon decimal

Todo numero real tiene una representacion decimal (finita o infinita) y esta
representacion nos permite distinguir entre ntiimeros racionales y niimeros
irracionales. Por ejemplo:

1o, B 05111111111 =2 ~ 0.21500909090
2 7 45 T 88

e~ 2.718281828 7 A 3.141592654 /2 ~ 1.414213562.

Los nuimeros que aparecen en la primera fila son todos racionales y, por
tanto, tienen representacion decimal finita o infinita periddica (existe
una secuencia de digitos que se repite indefinidamente). Los nimeros de
la segunda fila son irracionales y, por tanto, tienen representacion decimal
infinita no periédica.

En esta seccion nos interesa obtener la representacion decimal de ntmeros
reales por medio de familias de intervalos acotados y cerrados, I, = [a,, by],
que ademas tengan la propiedad de estar encajados: Vn € N [, C [,.
Se puede verificar que si {1, }neny = {[@n, bn] }nen es una familia de intervalos
acotados, cerrados y encajados, entonces la intersecciéon de todos los inter-
valos de la familia es no vacia. Ademas, si inf({b, —a, : n € N}) =0 la
interseccion de los intervalos de nuestra familia consiste de un solo elemento.

Ejemplos 3.4.13 1) Para todo nimero natural n, sea I, = [0, £]. Entonces
Ly =0,—=5] C I, = [0, £]. Ademds (", I, = {0}.

' 41
2) Para todo niimero natural n, sea I, = (0, +). Entonces I,41 = (0

I, = (0, %) y Moty In= 0.

Ahora, si  es un nimero real positivo con parte entera igual a n, el nimero
x—mnes tal que 0 <z —n < 1. Se sigue que si conocemos la representacion
decimal de los ntimeros reales del intervalo [0, 1), somos también capaces de
representar en forma decimal todos los reales positivos. La representacion de
un real negativo x serd igual al valor opuesto de la representacion de —zx.

vo1) C
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Sea entonces x un elemento del intervalo [0, 1). Si dividimos [0, 1] en 10
subintervalos de longitud 5 L el ntimero x pertenece a uno de estos subinter-

valos, [ = [4, @] donde a1 €{0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}.

107

O___O_ O _O___.___.__ O O (] ___O___O
0 1 2 a1 ar a1+1 6 7 8 9 1
10 10 10 10 10 10 10 10 10

Si x coincide con uno de los puntos de subdivision, x = {3, para definir I; hay

. . a1 ai+l : a1 1
que elegir entrJerlel intervalo [}, ®5=] y el intervalo [*5=, {]. Por ejemplo,
_ a1 a1
sea I = [}, %57
O___O___O __.___.___.___O (0] o (@] ___O___O
1 2 ai—1 _ a1 a1+1 6 e 8 9
0 5 10 10 L= 10 10 10 10 10 10 1

Ahora dividimos el intervalo /; en 10 subintervalos de longltud 105" El ntimero
x pertenece a uno de estos subintervalos, I, = [{ + {& a2tl] - qonde

100° 10 + 100
as € {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9} C I.

O___O___O___O___.___.___O__ O___O ___O___O
i (B +i) = (G+ af(;{)l) all_gl
En el caso x = §&, se define I, = [§§, & + 100] c 1.
.___.___O___O___O___O___O___O___O ___O___O
H=r B+ g

Siguiendo en elegir y subdividir intervalos, se obtiene una familia de inter-
valos cerrados, acotados y encajados {I, }nen- Todo intervalo I,, de la familia
contiene z y su longitud es t&. Entonces {z} = (,cy In
Después de n subdivisiones, se habrd que x € [,,, es decu" que

. Ly o, ]
10 100 10n - 10 100 1o -

Al paso n se obtiene una aproximacion de la representacion decimal de z :
=~ 0.a1asas3- - ay,.

Observacion 9 En el caso que x sea uno de los puntos de subdivision de
los intervalos (es decir, si v = {g& para cierto nidmero natural n), la aprowi-
macion de x no estd unicamente determinada. Sin embargo, la representacion
decimal de x puede ser solo de los dos siguientes tipos:

0.a1azas - a, 000000--- 6 O.ajasas--- (an — 1)999999 - - - .
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3.5 Conjuntos infinitos

En esta seccion vamos a "contar" el nimero de elementos de varios conjun-
tos. En la seccion (2.1.4) hablamos de conjuntos finitos e infinitos de forma
intuitiva, pero no todos los conjuntos infinitos tienen el mismo ntmero (in-
finito) de elementos. De este punto de vista los conjuntos infinitos Q y R son
(como uno puede adivinar) muy distintos, siendo R mucho mas grande que
Q. Por otro lado, el hecho de que Q tiene el mismo nimero de elementos de
N y de Z es mucho menos intuitivo.

Dos conjuntos A y B se dirdn equipotentes si existe alguna funcién
biyectiva entre ellos. Si A es un conjunto, no es dificil verificar que la relacion
de equipotencia es una relacion de equivalencia en el conjunto de las partes

de A.

3.5.1 Conjuntos finitos

Para poder definir rigurosamente la propiedad de un conjunto de ser finito, se
utiliza un modelo béasico de conjunto, el conjunto de los primeros n niimeros
naturales N,, = {1,2,3,--- n}.

Definicién 3.5.1 Sea n € N. Se dice que un conjunto A tiene n elementos
(0 que el cardinal de A es n) si existe una biyeccion de N,, en A.

Si A es vacio o tiene n elementos, A es un conjunto finito. Todo conjunto
A que no es finito es infintto.

Principio del palomar: Si m y n son dos niimeros naturales tales que
m > n, entonces no existe ninguna inyeccion de N,,, en N,,.
El principio del palomar se puede demostrar por inducciéon sobre n.

Ejemplo 3.5.2 En un grupo de 53 personas al menos dos de ellas tienen su
cumpleanos durante la misma semana del ano 2000.

Sean A el conjunto de las 53 personas y S el conjunto de las 52 semanas
del anio 2000. FEntonces existen dos funciones biyectivas f : Nsg — Ay
g : S — Nsg. St ahora definimos la funcion ¢ : A — S como la funcion que
asocia a cada persona de A la semana de su cumpleanos, se trata de verificar
que ¢ no puede ser inyectiva. Si lo fuera, la funcion goco f : Ns3 — Njo
seria inyectiva por ser igual a la composicion de tres funciones inyectivas.
Pero, por el principio del palomar, no existe ninguna inyeccion de Ngz en

Nso.
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Ejercicios 3.5.1 1) Sean Ay y Ay dos conjuntos finitos. Verificar que
card(Ay) = card(As) si y sdlo si existe una biyeccion entre Ay y As.

2) Sean m y n dos numeros naturales tales que m < n. Definir funciones
inyectivas de N, en N,, y de N,, en N.

Una consecuencia del principio del palomar es que para ningtin ntimero
natural, n, puede existir una funcién inyectiva de N a N,,. Si asi fuese,
existiria también una inyeccion de N, ,; en N,. Entonces el conjunto de
los niimeros naturales es infinito.

Las siguientes propiedades explican la relacion entre la inclusién de un
conjunto A en un conjunto B y el cardinal de A y B.

Sean A y B dos conjuntos tales que A C B. Entonces,

e B finito = A finito
e A infinito = B infinito.

La primera de las propiedades anteriores se puede verificar por induc-
cion sobre el cardinal de B. La segunda se sigue directamente de la primera
por contrapositivo y implica que el conjunto de los niimeros reales es
infinito.

3.5.2 Conjuntos numerables

Hemos visto que el conjunto N es infinito. En realidad N es el conjunto
modelo para toda una clase de conjuntos infinitos, la clase de los conjuntos
numerables.

Definiciéon 3.5.3 Un conjunto A es numerable si existe una biyeccion entre
N y A.

Entonces N es numerable y también el conjunto Z de los ntimeros enteros es
numerable: una biyeccion entre N y Z es la funcion

k si n=2Kk,
f(n) = {—k si n—=2k+1,

donde hemos utilizado el hecho de que el conjunto de los nimeros naturales
es la union de los naturales pares Par = {2k : k € N} con los naturales
impares Impar = {2k — 1 : k € N}.



56 CAPITULO 3. NUMEROS REALES

Por definicion, los conjuntos Par y I'mpar son numerables, ya que la funcién
p : Par — N, definida por p(2k) = k, y la funcion i : Impar — N,
definida por ¢(2k — 1) = k, son biyectivas.

Ejercicio 3.5.1 Verificar que la union de dos conjuntos numerables disjun-
tos es un conjunto numerable.

Sean A y B dos conjuntos tales que A C B. Entonces,
e B numerable = A numerable o finito

e A infinito no numerable = B infinito no numerable.

Teorema 3.5.4 FEl conjunto Q de los nimeros racionales es numerable.

Demostracion  Ya que Q = QT U {0} UQ~, donde Q" es el conjunto de
los racionales positivos y Q de los racionales negativos, si Q1 es numerable,
Q es también numerable. Todo elemento de QT se puede representar por
medio de una fraccion §, donde p y ¢ son ntimeros naturales. Entonces
Q™ se puede considerar como un subconjunto del conjunto de las fracciones
positivas F+ = {§ :p,q € N}. Si F™ es numerable, Q7 tiene que ser también
numerable. Vamos a contar los elementos de F™ por medio de la siguiente
tabla:

L 2 3 4
1 1 1 1
S S
1 2 3 1
2 2 2 2
ST
1 2 3 1
3 3 3 3

Las fracciones que pertenecen a la misma fila tiene igual denominador y las
que pertenecen a la misma columna igual numerador. Las flechas nos indican
como ordenar las fracciones de la tabla: la primera es % y tenemos que ba-
jar a la siguiente fila para empezar a contar siguiendo las flechas. Entonces
la segunda fraccion es % y la tercera es % Ahora bajamos a la fila sucesiva
y seguimos contando. Lo que queda definido de esta forma es una funciéon

biyectiva de N en F*. Entonces F' es numerable. O
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3.5.3 Conjuntos no numerables

Para verificar que el conjunto de los niimeros reales no es numerable vamos
a demostrar que el subconjunto I = [0, 1] de R no puede ser numerable: si R
fuese numerable, I = [0, 1] tendria que ser finito o numerable.

Teorema 3.5.5 El conjunto I = [0, 1] no es numerable.

Demostracién La demostracion se hara por reduccion al absurdo.
Hemos visto que todo x € [0, 1] tiene una representacion decimal y que esta
representacion no es siempre dnica.

Supongamos que exista una biyeccion f de N a [0,1] (asi que [0, 1] seria
numerable). Por medio de la funcién f se podrian entonces numerar los
numeros reales:

= 0.ap1a12a13014015
0.a21a22a93024a25
0.az1a32a33a34a35
0.041042043044045
= 0.a51a52053054055

Py
' \_/\_/\c_o/\_/v
[

Para llegar a una contradiccion, hay que hallar un ntimero real x en [0, 1]
que no pertenezca a la imagen de f (que es la lista anterior), asi que f no
seria sobreyectiva. Un problema al definir x por medio de su representacion
decimal es que tenemos que estar seguros de que esta representacién no sea
de las que acaban con todos ceros o todos nueves. Si la representacion de x
no es de estos dos tipos, el nimero x no puede ser igual a uno ya contenido
en nuestra lista, pero expresado de otra forma. Por esta razon, definimos
los digitos de la representacion de x = 0.x1x9x3 - -+ siempre iguales a 1 o a
9, segun el siguiente criterio: mirando a los digitos que estan en la diagonal
de la lista, si a;; = 1 definimos x1 = 5y si a;; # 1 definimos z; = 1. Se
sigue que x no puede ser igual a f(1). Ahora, si ase = 1 definimos xo = 5
y si age # 1 definimos x5 = 1. Por estos valores de z7 y x5, el nimero x
no puede ser igual ni a f(1), ni a f(2). Bajando a lo largo de la diagonal y
definiendo los digitos de x como antes, se obtiene un nimero que no puede
ser un elemento de la imagen de f. O
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Del teorema anterior se sigue que el conjunto de los ntimeros reales
R no es numerable, ya que [0,1] C R. Se dice que los conjuntos que
son equipotentes al conjunto de los nimeros reales tienen la potencia del
continuo.
Ahora, ya que R = QU (R\Q), se sigue también que el conjunto de los
nameros irracionales R\Q no es numerable.

3.6 Precision en los métodos numeéricos

(Ver |GG))

Cuando no se puede obtener una solucion exacta de un problema matemati-
co, tenemos que recurrir a métodos numéricos. Los métodos numéricos
utilizan algoritmos que permiten hallar una solucion aproximada del proble-
ma y se basan, en general, en la discretizacion del problema y en métodos
iterativos de aproximacion (veremos algunos ejemplos en los siguientes capi-
tulos y durante las préacticas de laboratorio con Maple V).

Si empleamos métodos numéricos, es de fundamental importancia poder
acotar el error asociado a nuestra aproximacion.

Si A es un numero exacto y a es una aproximacion de A, se define el
error absoluto como A = |a — A].

En la practica interesa encontrar una cota A, tal que A < A,, es decir,
tal que A € (a — Ay, a+ A,).

Hay situaciones en las cuales el error absoluto no es informativo, debido
a la presencia en el problema de objetos de distintos 6rdenes de magnitud
(un error de 1 metro es muy significativo si estamos midiendo la longitud de
una mesa, pero lo es muy poco si estamos midiendo la distancia entre dos

planetas). En estos caso se utiliza el error relativo, definido como § = T
o una cota del error realtivo, d,, tal que § < d,.

En los modelos numéricos pueden aparecer errores por distintas razones.

e Errores en los datos: las medidas u observaciones experimentales
pueden estar afectadas por errores de medicién del aparado o por er-
rores de apreciacion.

e Errores de truncamiento: se presentan si en el método numerico
utilizado se estan empleando aproximaciones sucesivas y se consideran
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un numero finito de iteraciones. Por ejemplo, en el método para obtener
la representacion decimal de un ntimero real por medio de intervalos
encajados u otros métodos de aproximacion de raices que se presenteran
en los siguientes capitulos.

A menudo existen procedimientos para acotar el error proporcionados
por el mismo método empleado. Por ejemplo, en el capitulo 9, veremos
como el teorema de Taylor nos proporciona una féormula para estimar
el error de aproximacion del valor de una funcién real en un punto,
cuando se utilize un polinomio aproximante de grado n.

e Errores de redondeo: aparecen al utilizar una calculadora u orde-
nador para calculos numéricos. La causa de estos errores es que una
méquina puede utilizar solo un conjunto finito de ntimeros para repre-
sentar a todos los nimeros reales (un conjunto infinito no numerable).

Los ordenadores pueden utilizar dos tipos de aritmética:

1) Aritmética racional de precision arbitraria. Permite realizar calculos
con numeros racionales de modo exacto, pero es poco eficiente para al-
gunos problemas, debido al tiempo y espacio de memoria que requiere
el uso, almacenamiento y representaciéon de ntimeros racionales arbi-
trarios. (Es la que utiliza Maple V| salvo especificacion contraria.)

2) Aritmética de coma flotante. Es la que tienen incorporada la may-
oria de los sistemas, se trabaja con un namero finito (fijo) de nimeros
(determinados por el valor de “Digits” en Maple V) y los célculos se
realizan con representaciones aproximadas del nimero verdadero.

Un nimero en coma flotante de n digitos en base b tiene la forma
r = :E(dl /dgdg tee dn)be,

donde dy’dsds - - - d,, es la mantisa, con dy # 0y dy,ds,ds, -+ ,d, en-
teros no negativos moédulo b y e es un ntmero entero que se llama
exponente, que puede variar en un cierto rango que depende de los
distintos sistemas.

Por ejemplo si b = 10 y n = 6,



60

CAPITULO 3. NUMEROS REALES

326’6041  se representa como +3'26604 - 102
—15'24 se representa como  —1’52400 - 10
—642973441 se representa como  —6/42973 - 107
—642973293 se representa como —6/42973 - 107
0’0062 se representa como 4620000 - 1073

En el primer caso el error de redondeo es menor que %10_3, en el se-
gundo no hay errores de redondeo, en el tercer y cuarto ntimeros, que
tienen la misma representacion con redondeo a 6 digitos, una cota del
error es %102 y en el quinto caso no hay error de redondeo.

Ejercicio 3.6.1 Sean A = +4'61903-107! y B = +3'21864 - 10~*
(b=0,n=06). Verificar que (A+ B) — B # B.

La propagacion del error de redondeo puede dar lugar a resultados
desastrosos. En ocasiones se pueden utilizar propiedades algebraicas
para reescribir los algoritmos de modo que sea menor la propagacion
del error.

Ejemplo 3.6.1 La ecuacion de sequndo grado x> —6210x+41 = 0 tiene

una solucion igual a

6210 — /(6210)2 — 4
- 5 .

C

Su valor aprozimado conn =6 es~ 0y conn = 8 es ~ 1'6103707-10~.

Entonces el error de redondeo con n = 6 es mayor que 1074, que es un
error significativo. La razon de esto error es que en el numerador de c
restamos dos numeros muy prorimos.

St multiplicamos y dividimos ¢ por el conjugado de su numerador se
obtiene la expresion

(6210)2 — (6210)> +4

2
c= = )
2(6210 + /(62102 — 4) 6210 + /(6210)% — 4

cuyo valor aprozimado con n = 6 es 1’610 - 107*, que es una buena
aproTimacion.




Capitulo 4

Niimeros complejos

En matemaéticas es preciso introducir los ntimeros complejos debido a que el
cuadrado de cualquier nimero real es siempre un nimero positivo, por lo que
ecuaciones cuadraticas elementales tales como z? = —1 no tienen solucién
en el contexto de los niimeros reales. L.os niimeros complejos nos permiten
obtener soluciones de estas ecuaciones.

El estudio de los niimeros complejos se desarrollerd durante la segunda
practica de laboratorio con Maple V de esta asignatura.

4.1 Definicion de niimeros complejos

El conjunto R?* = RxR = {(a,b) : aybson ntimeros reales} con las siguientes
operaciones de suma y producto:

(a,b) + (¢,d) = (a+ ¢, b+ d) (a,b)(c,d) = (ac — bd,ad + bc),  (4.1)

(donde a, b, ¢ y d son niimeros reales), tiene estructura de cuerpo, el cuerpo
C de los nimeros complejos.

Se llama unidad imaginaria al niimero complejo i=(0,1), que satisface
la relacion 2 = (—1,0).
(0,0) es el elemento neutro de la adicién, el opuesto de (a,b) es (—a, —b).
(1,0) es el elemento neutro de la multiplicacion vy, si (a,b) no es igual a
(0,0), el inverso de (a,b) es (=%, =5)-

El conjunto R de los ntimeros reales se identifica con el subconjunto R x
{0} = {(a,0) : aes un namero real} C C. Entonces podemos escribir que
i? = —1.

61
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Figura 4.1: Numeros complejos conjugados

4.2 Expresion binémica

Todo numero complejo z = (a,b) puede expresarse, también, en la que se
llama su forma bindémica, que es z = a + bi.

El nimero a es su parte real, a = Re(z), y el namero b es su parte ima-
ginaria, b = Im(z2).

Ejemplo 4.2.1 Sea

1 1
2= \/416 +26 /37T + o \/—416 +26 /377,

Entonces,

1
Re(z) = o \/ 416 + 26 /377

1
Im(z) = o \/ —416 + 26 /377

Observacién 10 La ecuacion 2 + 1 = 0, que no tiene soluciones reales, si
que tiene soluciones complejas: i, —i.
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Los niimeros complejos se pueden representar en un plano, en
el que el eje de abcisas es el eje real, y el eje de ordenadas el imaginario.
La figura (4.1) ilustra la representacion del nimero complejo 1 + i y de su
conjugado (el complejo que tiene la misma parte real y la parte imaginaria
opuesta al dado, en este caso 1 —i). Como puede verse, el conjugado de z es el
punto simétrico de z respecto del eje real (el eje de abcisas o eje horizontal).
Al conjugado de z se le representa por z. Asi pues,1 +¢ =1 —1i.

Los ntimeros complejos se multiplican de la forma habitual, recordando
que 72 = —1. Por ejemplo,

(2+ 2)(3 — 2i) = 10 + 2i

Obviamente, el resto de las operaciones elementales (suma, resta, division)
se pueden efectuar directamente, teniéndose por ejemplo:

(2+3)+(4+5) = 6+8i

(2+3i)— (4+5i) = —2—2i
(243i)  (2+30) (4—5i)  (2+3i)(4—5i)  23—2i
(4+5i)  (4+5i) (4—5i)) 16+25 41

El niimero complejo z = a + bi se identifica con el punto (a,b) del plano
complejo. (En particular la unidad imaginaria ¢ sera en este caso el punto
(0, 1) del plano complejo). El modulo o valor absoluto de un ntimero com-
plejo z = (a,b) es el valor de su distancia al punto (0,0), |z| = va? + b%. El
valor del modulo del namero complejo z = (a, b) es la longitud del segmento
que une el punto (0,0) con el punto (a,b). Siendo Z representado por el par
(a,—b), el modulo de z y de su conjugado son iguales.

4.3 Expresion polar, trigonométrica y
exponencial

Un ntimero complejo z (a excepcion del 0) también se puede representar
por su modulo, |z| y el angulo que forma con el eje real, pero teniendo en
cuenta que, si z = a + b, hay una infinidad de valores del angulo 6 que
satisfacen a = |z| cos(f) y b = |z| sen(f), y que todos ellos difieren en un
miltiplo de 27. Por ello se suele distinguir al namero 6 (que es igual a
arctan(b/a), si el valor arctan(b/a) esta definido), que esta en el intervalo
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Figura 4.2: Moédulo y argumento de un ntmero complejo

(—m, 7] y que satisface dichas igualdades. A ese ntimero se le denomina
argumento principal de z.

Ejemplo 4.3.1 En la figura (4.2) se indica el argumento principal, 6 = 7,
y el mddulo, |z| = /2, del niimero z = 1 4 1.

Puesto que cualquier complejo z no nulo viene determinado por su modulo
y su argumento, a dichos valores se les denomina coordenadas polares,
z = (|z[,0) del nimero complejo dado, o también forma polar del niimero
complejo.

Ejemplo 4.3.2 FExpresar en forma binomica y polar los siguientes nimeros
complejos: z1 = (1, —1), 2o = (3, =2), z3 = (1,1), z4 = (0, —4).
Forma binomica z = a+1b:

p=1—14,20=3-20,z3=1+1, zg=—4i
Forma polar (|z|,0):

2= (V2w = (VIS —arctan(2),

1 1
23 = (\/5, Zﬂ'), 2y = (4, —3 ).
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Figura 4.3: Producto de ntimeros complejos

Todo nimero complejo z no nulo se puede expresar en forma trigonomé-
trica: z = r(cos(#) + isin(f)), donde r = |z| y 0 es el argumento de z.

Sean z1 = 7 (cos(f) +isin(f)) y 22 = s(cos(¢) + isin(¢)) dos nimeros
complejos en forma trigonométrica. El producto zI 22 es el nimero com-
plejo

2122 = rs(cos(0)cos(¢p) —sin(0)sin(¢) + isin(f) cos(¢) + i cos(f) sin(¢))
s (cos(0 + ¢) +isin(d + ¢)).

que tiene modulo igual a rs y argumento igual (utilizando algunas identi-
dades trigonométricas) a 6 + ¢.

Ejemplo 4.3.3 Podemos comprobar grdficamente (ver figura (4.3), donde
21 =144, 22=1+4+2i, y z122=—1+3i) que el numero complejo
resultado de multiplicar dos numeros complejos es el que tiene como maodulo
el producto de los modulos y como argumento la suma de los argumentos de
los dos complejos dados.

A partir de aqui, estd claro que multiplicar por un nimero complejo cuyo
modulo sea igual a 1 es equivalente a "realizar un giro" en el plano en torno
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al origen, de dngulo el argumento de dicho nimero complejo. Por ejemplo,
multiplicar un nimero complejo por la unidad imaginaria (cuyo mddulo es
1), es equivalente a realizar un giro de 5 radianes en torno al (0,0).

Para calcular la potencia entera de orden n de z, donde n es un
elemento de Z, se utiliza la férmula de De Moivre:

2" =1"(cos(nf) +isin(nf)).

Sin > 0, esta formula se obtiene simplemente multiplicando 2z por si mismo
n veces. Sin =0, 20 =1 ysin <0, laformula es una consecuencia de la
identidad 2! = —Z;. Por ejemplo, si z = r (cos(6) + isin(f)),

||

1 1 _ cos(f) — isin(0)

7 (cos(f) + isin(h)) r

72 (cos(f) + isin(0))? = r* (cos(20) + isin(20))

1 ~ cos(20) —isin(20)
r2 (cos(0) +isin(h))? r?
Ejemplo 4.3.4 Sea z = 3 (cos(3) +isin(3)).
—1
Ent =2 =
ntonces z T yz o

Otra forma de representar los nimeros complejos es a partir de la defini-
cion de exponencial de un niimero complejo z = a + bi :

e* = el = ¢ (cos(b) + isen(b)).

Sia = 0, entonces z = bi y se obtiene la identidad e*®) = cos(b) +isin(b).
. | 1
Por ejemplo, ez =17 yes' = 3 V2 + 52\/5
Entonces, si z = 7 (cos(#) + isin(f)) es la forma trigonométrica del niamero

complejo z, su forma exponencial sera igual a z = el = r(cos(6) +
isin(f)), donde r = |z| es su modulo y # su argumento. Si z = 3 —

5%, entonces 7 = V34 y 0 = —arctan(g). La forma exponencial de z es
\/3_46—1’ a,rctan(5/3).
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Figura 4.4: Raices de un nimero complejo

El producto y las potencias enteras de nimeros complejos en forma expo-
nencial tienen expresiones muy sencillas: sean zI = rel? y 22 = se(®) dos
numeros complejos. Entonces

2122 = 15009

21" =" e asi que
L14 — pd Al y
1 —4 — 7“_4 6—419

Vamos ahora a ver como se resuelven ecuaciones polinémicas en el
plano complejo. Para ello en primer lugar vamos a hallar y representar
graficamente todas las rafces (soluciones) de la ecuacion z*—16 = 0, que son
2, =2, 24, y —2i (ver la figura (4.4)).

Notese como las raices estan todas en el circulo centrado en el origen y
de radio el (mismo) modulo.

El ejemplo anterior sirve para introducir el concepto de raiz de un ntimero
complejo. Dado un nimero complejo no nulo z, existen exactamente n
numeros complejos zp --- 2, tales que la potencia n-ésima de cada uno de
ellos nos da como resultado el nimero complejo z. A dichos niimeros comple-
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jos se les denomina raices n-ésimas de z. Todos ellos tienen como médulo
la raiz n-ésima del modulo de z y, siendo 6 el argumento de z, sus argumentos
satisfacen la relacion
0 2km
Op=—+— (k=0,---,n—1),
n n
1
por lo que las flechas que las representan dividen el disco de radio R = |z|(")
con centro en el origen en n sectores iguales.
Por ejemplo, las raices ctbicas de z =i (0 = —,|z| = 1) son nimeros
T 2kmw

complejos de modulo 1y 6, = 5 + —5 (k=0,---,2):

wy = cos(g) + isen(%) =

) ) 3 1
wy = cos(g) + isen(%) = —£ +1

3 3
Wy = cos(g) + isen(g) = —i,

y dividen el disco de radio 1 en tres sectores iguales.

Ejercicios 4.3.1 1) Calcular

(3 — 20)(2 + 34)

1 \4 '5787.
Tt G

2) Expresar en forma polar el nimero complejo z = 1 +1i y en forma
3T

3) Determinar los nimeros complejos z tales que su cuadm4d0 es igual a
su conjugado.

4) Hallar los niimeros complejos z tales que 2° — 923 + 8 = 0.

5) Los puntos (1,5) y (1,7) son vértices opuestos de un octégono regular.
Calcular los restantes vértices de dicho octégono. (Sugerencia: trasladar el
centro del octégono al origen de coordenadas.)

bindmica los nimeros complejos de forma polar (2, g) y (V2,



Capitulo 5

Sucesiones reales

En este capitulo vamos a introducir el concepto de limite de sucesiones reales,
que seré basico en el desarrollo de la asignatura y fundamental para el estudio
de funciones reales. Empezamos por la definicion de limites de sucesiones,
para podernos acercar gradualmente al concepto mas general de limite de
una funcion, que es el contenido del siguiente capitulo 6.

La teoria de las sucesiones tiene gran importancia por sus aplicaciones y
es la base de muchos métodos numéricos y del estudio de su convergencia o
divergencia. Es también indispensable para poder comprender la teoria de
las series numericas, que se desarrollard en la asignatura de Calculo.

En particular, el estudio de las sucesiones definidas de forma recursiva y
su convergencia tiene aplicaciones al estudio de la complejidad de algoritmos,
desarrollado en la asignatura Matematica Discreta, y a los métodos exactos
y numéricos de resoluciones de sistemas de ecuaciones differenciales que se
emplearan en las asignaturas Algebra y Calculo.

5.1 Definicidén

Definicién 5.1.1 Una sucesion de numeros reales es una funcion cuyo
dominio es el conjunto de los nimeros naturales N y cuyo codominio es el
congunto de los niimeros reales R.

Entonces una sucesion es una funcion a : N — R que asocia a cada n € N un
naumero real a(n).
Las sucesiones suelen denotarse mediantes los siguientes simbolos: {a;, }nen,

{an}, 0 (an).

69
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Figura 5.1: Grafica de {a,} = {;%5}

Como se puede ver, para denotar la imagen a(n) del elemento n se utiliza el
simbolo a,. A este niimero se le llama término n—ésimo o general de la
sucesion. La notacion (a,) representa més claramente el hecho de que una
sucesion no es igual a un simple conjunto (el conjunto imagen de la funciéon
a), sino que es un conjunto ordenado por los nimeros naturales. Por ejemplo,
una sucesion constante {4,4,4,4,4,---} es una funcion a : N — R tal que
a(n) = 4 para todo n € N. Por tanto, la sucesion {4},cy no es igual al
conjunto con un sélo elemento {4}.

5.1.1 Ejemplos

Vamos a ver varios ejemplos de sucesiones y distintas formas de definirlas.

. . . o .
Ejemplo 5.1.2 Sea {a,}nen la sucesion definida por a,, = - Los primeros
términos de esta sucesion son {%,%,%,%,---}. La figura (5.1) representa
graficamente esta sucesion.

(=" (n+1)}

Ejemplo 5.1.3 Los primeros términos de la sucesion {a, fnen = {3

son {5 53750
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Ejercicio 5.1.1 Sean a; = 1—?%,(12 = %,ag = ;’—6,(14 = % los primeros cuatro

términos de una sucesion {a, }nen. 4 Cudl es el siguiente término?

En los ejemplos anteriores hemos definido nuestras sucesiones por medio de
una féormula. El proximo ejemplo ilustra como se puede definir una sucesion
de forma recursiva.

Ejercicio 5.1.2 Supongamos que los conejos no mueren nunca y que ca-
da més cada pareja de conejos engendra una nueva pareja de conejos, que
empieza a ser fértil al sequndo més. Si empezamos con una pareja de re-
cién nacidos, jcudntas parejas de conejos habrd en n meses, donde n es un
niumero natural?.

Ejemplo 5.1.4 La sucesion { f,} de Fibonacci (hacia 1175—1250) fue defini-
da para estudiar la procreacion de los conejos. Sus primeros dos térmi-
nos son f1 = 1y fo = 1. Sin > 3, entonces el valor f, se deduce de
los valores fn_1 y fn_o segun la formula f, = fo_1 + fa_o. Se sigue que

{fn} = {17 1727375787 137 Tt }

Ejemplo 5.1.5 Inversiones estatales Un programa del gobierno que ha
costado a los contribuyentes 5.000 millones de pesetas este ano se va a recor-
tar un 20 por 100 anual en los anos venideros. Si queremos escribir una
expresion para el coste de ese programa tras m anos, podemos definir una
sucesion de forma recursiva: tras 1 ano el costo serd

¢ = 5.000 — 2% 5.000 = (1 — 2%)5.000 = £ 5.000 = 4.000 millones,

tras 2 anos serd

co = 4.000 — 2 4.000 = %4.000 = (%)2 5.000 = 3.200 mallones,

100
tras n > 2 anos serd

20 20 4 4 -
Cn = Cn-1 — 755 Cn—1 = (1 = 735) Cn—1 = 5 Ca1 = (5)" 5.000 millones.

Notar que el coste se acerca al valor cero, pero nunca serd igual a ese valor...

Ejemplo 5.1.6 Sea A un algoritmo que se aplica a una lista de nimeros
enteros y sea T'(n) la funcion que indica el nimero de operaciones que realiza
el algoritmo actuando sobre una lista de tamano n > 2. Supongamos que
T(2) = 2. Aplicar el algoritmo a una lista de tamano n > 3 consiste en
hacerlo actuar sucesivamente sobre cada sublista de tamano n — 1 (hay n
tales sublistas). Entonces se puede escribir que T(n) =nT(n —1) y queda
definida una sucesion de forma recursiva.
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Figura 5.2: Limite de una sucesion

5.1.2 Limites y sus propiedades

Mirando a los ejemplos anteriores, ;podemos adivinar cuales seran los valores
de las distintas sucesiones cuando n es muy grande?. La figura (5.1) nos
indica que los valores de {a,}neny = {nLH}nEN se acercan a 1, los términos
de la sucesion de Fibonacci son mas y mas grandes y el costo de la inversion
estatal del ejemplo (5.1.5) disminuye ano tras ano.

Sea {a, }nen una sucesion. Si para valores de n suficientemente grandes,
los correspondientes valores a,, se acercan a un valor L, es decir, si la distancia
entre los nimeros reales a,, y L es muy pequena cuando n es grande, entonces,
esta situacion se podra representar graficamente como en la figura (5.2). Si
elegimos un entorno abierto de centro L y radio r, I(L,r), tiene que existir
un nimero natural n(r), que depende del valor de r, tal que a partir de n(r)
(es decir, si n > n(r)), los nameros a, estan todos en I(L,r). En la figura
(5.2), L=3, r=0.1y n(0.1)=09.

Definicion 5.1.7 (Definicion de limite) Sea {a,}nen una sucesion de
nimeros reales. Un nimero real L es el limite de {a,}nen si

Ve >0 dn(e) e N tal que VYn >n(e), |a,—L|<e.
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Si L es el limite de {a, }nen, se dice que la sucesion converge a L y se escribe
L= 1lim a,.

n—oo

Si no existe ningun nimero real L tal que L = lim a,, se dice que {a, }nen
n—oo

es divergente.

Observacion 11 Se sigue de la definicion de limite que si L es un niumero
real y queremos verificar que una sucesion {an }nen no tiene L como su limite,
basta con encontrar un entorno I(L,€) tal que para todo n existe siempre un
nimero natural m > n con a,, ¢ I(L,¢).

Ejemplos 5.1.8 1) Sea {a,}new = {+ }nen. Hemos visto que inf ({a, tnen) =
0. Queremos verificar que lim a, = 0: dado el entorno I(0,¢€), tenemos que

poder encontrar n(e) tal que Vn > n(e) |+ —0] =+ < e. La ezistencia de
un tal n(e) estd garantizada por el corolario (3.4.7).

2) Sea {an}nen = {(—1)"}nen. En este caso tenemos una sucesion os-
cilante. Sus términos son siempre iguales a 1 o a —1. Esta sucesion es
divergente ya que para todo numero real L es siempre posible encontrar un
entorno I1(L,r) tal que o bien 1, o bien —1, o bien los dos no pertenecen a
I(L,r).

Ejercicio 5.1.3 Sea {a,}nen = {75 bnen. Verificar, utilizando la definicion
de limite, que lim a, = 1.

n—oo

Proposicion 5.1.9 Si {a, }.en converge, entonces su limite es unico.

Demostraciéon Si existen dos limites L y M para una misma sucesion
{an }nen con L # M, entonces la distancia entre L y M es un niimero positivo
d(L,M) = |L — M| = d > 0. Se sigue que los intervalos abiertos I(L, %) y
I(M, %) son disjuntos y ningtn término de {a,}nen puede pertenecer a los
dos intervalos al mismo tiempo. Por tanto L y M no pueden ser dos limites

de {an}neN-

Propiedades de los limites de sucesiones
Sean {a, }nen ¥ {bn }nen dos sucesiones reales tales que lim a, = Ly lim b, =
n—oo

M. Entonces
P1) (Propiedad de linealidad) Si x y y son dos ntimeros reales, la sucesion
{z a, + y b, }nen es convergente y lim xa, +yb, =x L +y M.
n—oo
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P2) (Multiplicacion) La sucesion {a, b, }nen €s convergente y
lim a, b, = L M.

n—oo

P3) (Division) Si para todo n € N b, # 0y M # 0, la sucesion {§* }nen
es convergente y lim §* = %

P4) Si para todon € N a,, > 0, entonces L > 0.
(L no puede ser negativo, ya que existiria un entorno abierto I(L,r) de
nimeros negativos.)
P5) Si para todon € N a, > b,, entonces L > M.
(Se sigue de la propiedad anterior aplicada a la sucesion {a,, — b, }nen.)
P6) lim a, =L = lim |a,| = |L|.
n—oo n—oo

(Se sigue de la desigualdad ||a,| — |L|| < |a, — L|.)

Ejercicios 5.1.1 1) Hallar, si existe, el limite de la sucesion {ay }nen, defini-
da por a, = —3”7:2.

\ 2) Hallar, si existe, el limite de la sucesion {a,}nen, definida por a, =
el
3) Hallar, si existe, el limite de la sucesion {a,}nen, definida por a, =
(=1)"+ 1.
4) Hallar un ejemplo de una sucesion convergente {an}nen tal que para
todon €N a, >0y lim a, =0.

5) Definir un ejemplo de una sucesion divergente {a, }nen tal que la suce-

sion {|an|nen sea convergente.

De las propiedades de las funciones logaritmo y exponencial, se pueden
deducir las siguientes propiedades de limites:

P7) Seac> 0,c# 1. Siparatodon € N, a, >0y lima, =L >0,

n—oo

entonces lim log.(a,) = log.(L).

P8) Sea c>0.Si lim b, = M, entonces lim c’ = cM.

n—o0 n—0o0

P9) Si lim a, =L >0y lim b, = M, entonces lim (a,)" = LM.

n—oo n—oo n—oo

Ejemplos 5.1.10 1) Sea a > 0. Hallar lim /a.

n—oo
in(a)

. . lim ——=
lim {/a = lim e™Vo) = enc™n =0 =1,
n—oo n—oo
o .1
También, lim {/a = lim ar» = a® = 1.
n—oo n—oo
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n—oo

2) Hallar lim \/% Dividiendo en el numerador y en el denomi-
+4/n+v/n

nador por \/n, se obtiene que:

N _ 1 B 1 |
\/n—l— n+yn \/1+\/("Z# \/1+\/(1/n+\/m)

1.

Entonces lim

Vn — 1 —
n=o0 \uty/ivi \le/0rv0)

Siendo toda sucesion una funcion, se dice que una sucesion {a,}nen esta
acotada si existe un namero real M tal que, para todo n € N, |a,| < M.

Proposicion 5.1.11 Toda sucesion convergente estd acotada.

Demostracion Sea L = [lim a,. Si I(L,r) es un entorno de centro L y

n—oo

radio 7, todos los términos de {a, }nen, excepto por un namero finito, estan
contenidos en (L, ), que es un intervalo acotado. Los demas términos de la
sucesion forman un conjunto finito de niimeros reales, que tiene un minimo y
un méaximo. Entonces podemos encontrar una cota M para toda la sucesion.

O

Ejemplos 5.1.12 1) La sucesion {(—1)"}nen estd acotada pero no es con-
vergente.

2) Sea {ay}nen definida por

n? sil<n<4,
ap = .
stn > 9.

3=

Hallar una cota para {ay }nen-

3) Sea {ay tnen = {1" }nen, donde r es un nimero real tal que r > 1. Vamos
a verificar que {r"}n,en no estd acotada y, por tanto, es divergente.

Si {r"}nen fuese acotata por una constante positiva M, se tendria que ¥n €
N, ™ < M. Aplicando la funcion logaritmo neperiano a la dltima desigual-
dad se obtendria que nin(r) <In(M) y que ¥Yn € N, < l;z((]‘f)) (notar que
In(r) > 0). Pero, por la propiedad de Arquimedes de N, tiene que ezistir un

nimero natural n(M) tal que n(M) > l;:l((TM)). (Para esten(M), r™™M) > M)
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Observacion 12 El ejemplo 2) anterior ilustra una propiedad general de los
limites. Si a partir de la sucesion {a,}nen = {+}nen definimos una nueva
sucesion {by}nen, obtenida cambiando los primeros k términos de {a,}nen,
por ejemplo,

b sen(n) sil<n<k,
B sin>k+1,

n

la nueva sucesion tendrd el mismo limite de {a,}nen. Mds en general, la
convergencia de una sucesion a un limite L depende solamente de su com-
portamiento asintdtico, es decir, de todos sus términos excepto los primeros
k términos, por grande que sea k.

5.1.3 Sucesiones propiamente divergentes

Entre las sucesiones divergentes, vamos a caracterizar las sucesiones que no
admiten un nimero real como limite, pero tienen limite "igual a + co."

Ejemplo 5.1.13 Por la propiedad de Arquimedes de N, la sucesion {a, fnen =
{n}tnen = {1, 2,3 ---} es tal que, asignado un nimero real (positivo) C > 0,
existe siempre n(C) € N tal que para todo n > n(C), a, =n>n(C) > C.
Igualmente, la sucesion {by}nen = {—n}neny = {—1, =2, =3 -+ } es tal que,
asignado un nimero real (positivo) C' > 0, existe siempre n(C) € N tal que
para todo n > n(C), b, =-n<-n(C)< —C.

Definiciéon 5.1.14 Sea {a,}nen una sucesion de nimeros reales.
1) Se dice que {a,}nen es propiamente divergente y tiende a o,
lim a, = oo, si para todo nimero real (positivo) C' > 0, existe n(C) € N tal

n—oo

que para todo n > n(C), a, > C.
2) Se dice que {an}nen propiamente divergente y tiende a —oo,
lim a, = —o0, si para todo nimero real (positivo) C > 0, existe n(C') € N

n—oo

tal que para todo n > n(C), a, < —C.

Ejemplos 5.1.15 1) La sucesion de Fibonacci del ejemplo (5.1.4) tiene
limite igual a co. (No es sencillo verificar directamente que esta sucesion
no estda acotada. Veremos que es mondtona creciente y divergente y, por
tanto, no puede estar acotada.)
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2) Sea {an}nen = {"27:2 tnen. Para verificar que lim a, = oo utilizando
n—oo

la definicion anterior, dado C > 0, hay que hallar n(C) € N tal que si
n > n(C), entonces =2 > C. Ahora

n

n?—2

n

>Cen—nC—-2>0

_C+\/02+8)(n_0—\/02+8)>0
2 2

C—\/C2+8)U<C+\/CQ+8 %)
2 2 T

< (n

& n e (—oo,

Se sigue que si elegimos n(C) > CJFTM, para todo n > n(C) se tendrd
a, = # > (.

3) Sea {an}nen = {r"}nen, donde v es un nimero real tal que v > 1
como en el apartado 3) de los ejemplos (5.1.12). Hemos visto que si M > 0,
entonces existe n(M) € N tal que r™™) > M. Si ahora n es un nimero
natural mayor que n(M), se tendrd que r™ > ™M) > M. Entonces lim r" =

n—oo

Q0.

5.1.4 Comparacion de limites:

1) Sea {a,}nen tal que a, > 0 para todo n € N. Entonces

1
lim — =00 < lim a, =0.
n—oo an n—oo

En particular, si 0 <r <1, Ilim ()" =00 = lim " = 0.

n—oo n—oo

2) Sean {a,}nen ¥ {bn}nen tales que a,, < b, para todo n € N. Entonces

e lim a, =00 = lim b, = co.

n—oo n—oo
e limb,=—00= lim a, = —00.
n—oo n—oo

3) Sea L > 0y sean {an}tnen ¥ {bn}nen tales que a, > 0, b, > 0 para
todon € Ny lim %= = L. Entonces

n—o0 bn

lim a, = oo < lim b, = c0.

n—oo n—oo
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Ejemplos 5.1.16 1) lim (£)" =0y lim (2)" = oo.

n—oo n—oo
. , 1 . , 1 _
2) Verificar que #_@o T = 0% lim \/m+ 5 = 00, y que

n—oo
1
, VAL
lim 2 = %

n—oo VnTT=ve

1 _ Vn+l4+v/n o
VRV~ Werymerrm VRt LRV v
\/n+ 3> /n.

, . , _ s 1_

Ya que T{Zl?o\/ﬁ = 00, iingo T = lim yJn+ 5 = oo.
, \/n+3 ,

lim Y2 = lim \/n+3(vVn+1—n) =

n—00 nfl—vn n—00

= lim n+l(m_\/ﬁ)m_lim nts o

n—00 2 Vintltyn o o Vnbley/n

1
— lim Ytz ]

n—00 1+%+1 2

5.2 Sucesiones mondotonas

Para una sucesion mondtona (creciente o decreciente) {a, },en existe un cri-
terio de convergencia que nos permite averiguar si existe el limite, sin tener
que calcularlo explicitamente.

Definicion 5.2.1 Una sucesion {a, fnen €s
e mondtona creciente si para todon € N, a,.1 > a,.

e mondtona decreciente si para todon € N, a,1 < a,.

Ejemplos 5.2.2 1) {a,}nen = {2 }nen es decreciente.

2) {an}nen = {777 Jnen es creciente.
3) {antnen = {(—=1)"}nen no es mondtona.

Teorema 5.2.3 (Teorema de convergencia mondtona)
Una sucesion mondtona es convergente si y solo si estd acotada. Ademds,

® Sia,.1 > a, es mondtona creciente y acotada, entonces

lim a, = sup({a, : n € N}).
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® Sl Ayl > a, es monotona decreciente y acotada, entonces

lim a, = inf({a, : n € N}).

La validez de este criterio se sigue de la completitud de R y de las propiedades
bésicas de los supremos e infimos.

Ejemplos 5.2.4 1) {an}nen = {%}nen tiene limite 0, igual a su infimo.
2) {an}nen = {75 tnen tiene limite 1, igual a su supremo.

El ntimero e: el nimero e es, por definicion, el limite de la sucesion
{entnen = {(1 + £)"}nen. La convergencia de {e,}nen es una de las apli-
caciones mas importantes del teorema de convergencia mondtona: se puede
verificar, por medio de la formula del binomio de Newton (5.1) y otros resul-
tados elementales, que esta sucesion es creciente y que esti acotada inferior-
mente por 2 y superiormente por 3.

Mas en general, se verifica que
e=lim (1+ an)i,

n—oo

para cualquier sucesion {a,}nen tal que lim a, = 0y a, # 0 para todo
n—oo

n € N.
Es también importante notar que la convergencia de la sucesién de niimeros
racionales {e,}nen al nimero irracional e evidencia el caracter incompleto
del conjunto Q.
En el siguiente ejemplo se utiliza la definicion de e para calcular el limite de
una sucesion similar a {e, }nen-

Ejemplo 5.2.5 Hallar, si existe, el limite de la sucesion

{an}nen = {(1+ 735)" bnen-
Escribimos {ay, tnen como el cociente de dos sucesiones:

1 1_|_LTL+2
(1+—)":—< "ﬁ) —.
Ahora,
1
lim (1+——=)""? = lim (14+—)" =
fm (o)™ = i () =e
1
lim 1+ —)* =
bim L+ 275)

’ 1 .
Entonces lim I+ 5)"=e
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Ejercicio 5.2.1 Hallar, si existe, el limite de las sucesiones {(1+ %)_5"}neN
y {1+ 2)" ew.

El estudio de la convergencia de una sucesion es, en general, bastante mas
complejo si no tenemos una definiciéon explicita de sus términos.
El siguiente ejemplo ilustra como utilizar el criterio de convergencia mono-
tona para estudiar la convergencia de sucesiones definidas de forma recursiva.

Ejemplo 5.2.6 Sea {a,}nen definida recursivamente por

a; =2,
Uni1 =5 (@, +6) si n>1.
Los primeros términos de nuestra sucesion son:
a; = 2, ag = 4, as = 5, a4 = 55, a5 = 575, ag = 5875, ar = 5.9375.

Para demostrar que {a,}nen converge y calcular su limite nos hace falta
verificar que es mondtona y que estd acotada:

e {a,}tnen es creciente:

por induccion: as =4 > ay =2 Yy 81 Api1 > Ay, entonces

1
(an +6) = api1.

1
Uns2 = = (Any1 +6) > 5

2

e {a,}nen estd acotada superiormente por 6:

por induccion: ap =2 < 6 y st a, < 6, entonces

1 1

e cdlculo del limate: sea L = lim a,. El método que vamos a utilizar

n—oo
para calcular el limite L se basa sobre la observacion que st L =
lim a,, entonces L = lim an11 (verificar):
n—oo

n—oo

1 1
L = lim apyy = lim = (a, +6) = = (L +6),

n— oo n—oo 2 2

Se sigue que L — %L =3, es decir, que L = 6.
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5.3 Primeros criterios de convergencia

Estudiar la convergencia de una sucesion por medio de la definiciéon de limite
y sus propiedades bésicas no resulta en general muy efectivo. Hace falta
desarrollar, igual que en el caso més general de limites de funciones reales del
siguiente capitulo, unos criterios de convergencia y divergencia mas sencillos
de aplicar y mas resolutivos.

Teorema 5.3.1 (Teorema del encaje o del sandwich)
Sean {an }nen, {bn}nen Y {Cnltnen tres sucesiones tales que ¥n € N,
a, < b, <c,. Si lim a, = lim ¢, = L, entonces {b,}nen es convergente y

n—oo n—oo
lim b, = L.

n—oo

Demostracion Sea € > 0. Entonces existen dos niimeros naturales n(e) y
m(e) tales que si n es un nimero natural mayor que ambos n(e) y m(e),

—e<a,—L<b,—L<c¢,—L<e.

Se sigue que |b, — L| < e. O

Observacion 13 Si lim |a,| = 0, entonces lim a, = 0, ya que,
n—oo n—oo

vneN? _la’n‘ < ap < |an|

Ejemplo 5.3.2 Demostrar que lim Yn = 1.

n—oo

Vamos a utilizar la fé6rmula del binomio de Newton:

" /n
b)" = Rk 5.1
@ror =3 )kt 65.1)
k=0
n n!

donde (k) = Hm—ml

Ya que n > 1, se verifica también que /n > 1. Entonces podemos escribir
que {/n =a+ 1, donde a es un nimero no negativo. Ahora,

"= <W>"—<a+1>"—2(};‘) (@) (1)
= 1+na+wa2+...>1+ a2,
2 - 2
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Se sigue que n > 1+@ a?, es decir, quen—1 > a? y, simplificando,
que 0 < a® = (/n—1)* < 2. Por el teorema del encaje, lim ({/n—1)* = 0.

De este iltima identidad se sigue que lim Yn = 1.
n—od

n(n—1)
2

Ejemplo 5.3.3 Sea r un nimero real. Entonces la sucesion {r"},en es tal

que
=0 st |r] <1,
lim r" =1 st r=1,
n—od
no existe si  r=—1o0si|r|>1
Sir =1, la sucesion {r"},en es la sucesion constante igual a 1y sir = —1

es la sucesion {(—1)"},en.

Si |r| < 1, la sucesion {|r"|}nen converge a 0 y la sucesion {r"}nen tam-
bién convergerd a 0. Si |r| > 1, la sucesion {|r"|}nen diverge propiamente y
{r"}nen no puede estar acotada y, por tanto, también diverge.

Ejercicios 5.3.1 1) Calcular, si existe, lim &n(")
n—oo
2) Calcular, si existe, 7{&7& "igi(?)

3) Hallar lim ™.

n—oo

Teorema 5.3.4 (Criterio del cociente)
Sea {an}tnen tal que Vn €N, a, >0 y lim = = L.

n—oo 94n

Entonces

lim a,
n—od

=0 s L<1,
=00 8 L>1.

Demostracion Si L < 1, entonces para todo € > 0 existe n(e) € N tal que
para todo n, n > n(e),

Ant1

—€e < —L < e—ea, < any1—La, < ea,(—e+L)a, < api1 < (e+L)a, < ay,

Qn

donde en la dltima disegualdad hemos elegido € tal que e + L < 1. Se
sigue que para todo n > n(e), 0 < a,y1 < a,, es decir, que la sucesion es
estrictamente decreciente. Por tanto converge y lim a, = M > 0.
n—oo
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Queda solo verificar que M = 0. Pero M no puede ser positivo, ya que se

tendria que
, Ap41 M
L=lim =24+ — =1,
n—oo M

y sabemos que L < 1.
El caso L > 1 se sigue del caso L < 1 aplicado a la sucesion {b }neN =

{+ —}nen sl {an bnen es tal que L > 1, entonces lim batl — Jim =+ <
n—oo On n—00 a"+1 L
1. Por el caso anterior, l@m b, =0y lim a, = oco. O

n—oo

Observacion 14 Si L = 1 el criterio del cociente no es conclusivo sobre la
convergencia de {a,}nen. Por ejemplo, las sucesiones {a,tneny = {—}nen ¥
n

{bn}neny = {n}nen verifican la condicion L =1, pero una es convergente y la
otra es divergente.

Ejemplo 5.3.5 FEstudiar la convergencia de la sucesion {%}neN.

n 3n+1 | 3
lim & — g 2 —0<1.

Entonces lim “Z’L—, =0.

n—o0

5.4 Subsucesiones

Hemos definido una sucesion como una funcién real cuyo dominio es el con-
junto de los numeros naturales N. En esta seccién veremos que se puede
estudiar la convergencia de una sucesion dada, {a,},cn, simplemente mi-
rando a sus restricciones (como funcion) sobre subconjuntos particulares del
dominio N.

Por ejemplo, a partir de la sucesion {a, }nen = {(—1)"}nen, se pueden definir
dos nuevas sucesiones, que son sus restricciones sobre el conjunto de los
nimeros naturales pares y impares, respectivamente. Estas dos restricciones
son

{a2n}nEN = {Llala} y {a2n—1}nEN: {_17_17_17}

y son claramente dos sucesiones convergentes: la primera converge a 1 y la
segunda a -1.
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Definicion 5.4.1 Sea {a,}nen una sucesion y sea {rytnen una sucesion es-
trictamente creciente de nimeros naturales.

Entonces queda definida una nueva sucesion {a,, }nen, que se denomina sub-
sucesion de {a, }nen.

Ejemplos 5.4.2 1) Sea {a,}nen = {Sen((”_;)”)}neN =
= {sen(0), sen(%), sen(2F), sen(2 ), sen(2F), - -+ } = {0,1,0,-1,0,1,0,- - - }.
Esta sucesion es oscilante y contiene las dos subsucesiones
{arn }nGN = {a2n—1}n€N = {07 07 07 T } Yy
{asn}nEN = {a4n}n€N = {_17 -1,-1,-- }

2) La sucesion {1,2,3,1,4,5,1,6,7,1,8,9,---} contiene las subsucesiones
{1,1,1,1,---} vy {1,2,3,4,5,6,7,8,9,--- }.

5.4.1 Ciriterio de divergencia basado en subsucesiones

El siguiente teorema nos proporciona un criterio de divergencia basado en
subsucesiones.

Teorema 5.4.3 Si {a,}nen converge a un nimero real L, entonces toda sub-
sucesion {a,, }nen converge a L.

Demostracién Sea L = lim a, y sea {a,, }nen una subsucesion de {ay, }nen-
n—oo

Ya que L es el limite de {a,},exn, dado € > 0, existe n(e) € N tal que para

todo n > n(e), |a, — L| < e. En particular, para todo r, > 7,)(> n(e))

la,, — L| < €. Se sigue que L = lim a,.,. 0
n—oo

Entonces tenemos el siguiente criterio de divergencia: si queremos veri-
ficar que un namero real L no es el limite de una sucesion {a, }nen, basta
con encontrar una subsucesion {a,, }nen que no sea convergente o que tenga
como limite un nimero distinto de L.

Ejemplos 5.4.4 1) La sucesion {a,fneny = {(—1)"}nen, no puede converger
a ningun numero L, ya que las dos subsucesiones

{a2n}n6N = {171717} Y {a2n—1}n€N - {_17_17_]-7}

tiene limites distintos.
2) Las mismas conclusiones del ejemplo 1) valen para las sucesiones
{Sen((n_gl)ﬂ—)}nEN Yy {17 27 37 1a 47 57 17 6a 77 17 87 97 T }
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Figura 5.3: Dos subsucesiones monoétonas de {%(")}%N

5.4.2 Teorema de Bolzano-Weierstrass

El teorema de Bolzano-Weierstrass es un teorema de convergencia para sub-
sucesiones de sucesiones acotadas. Su validez se sigue directamente de un
teorema de existencia de subsucesiones monotonas.

Teorema 5.4.5 (Teorema de la subsucesiéon mondtona) Toda sucesion
{an nen contiene una subsucesion mondtona.

Para tener una idea de por qué el teorema anterior es valido, miramos a
la grafica de una sucesion (no mondétona), como es la sucesion {%(”)}%N,
representada en la figura (5.3). En la figura se pueden reconocer dos sub-
sucesiones monoétonas: la primera es positiva y decreciente y la segunda es
negativa y creciente.

Esté claro que si la sucesion del teorema anterior estd acotada, toda subsuce-
si6on mono6tona estard también acotada. Se sigue del teorema de convergencia
monodtona que

Teorema 5.4.6 (Teorema de Bolzano-Weierstrass) Toda sucesion aco-
tada contiene una subsucesion convergente.
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Ejemplos 5.4.7 1) La sucesion {a,}neny = {(—1)"}nen, estd acotada y las
dos subsucesiones mondtonas (constantes)

{a2n}n€N = {1)1717} Yy {a2n—1}nEN = {_17_17_]-7}

convergen.
. . (n—1)= . .
2) La sucesion {sen(*~5"")}nen estd acotada por 1y sus subsucesiones
mondtonas tienen que ser convergentes.
3) La sucesion {1,2,3,1,4,5,1,6,7,1,8,9,---} no estd acotada y con-
tiene la sucesion mondtona creciente {n}, que es propiamente divergente.

5.5 Criterio de Cauchy

El criterio de Cauchy para sucesiones reales consiste en la formulacion de una
condicién equivalente a la condicidon de convergencia de una sucesion.

Definicion 5.5.1 Una sucesion {a,}nen €s una sucesion de Cauchy si
para todo € > 0 existe n(e) € N tal que |a, — an| < € si n,m > n(e).

De forma intuitiva, si n es grande, los términos de una sucesiéon de Cauchy
se van reuniendo (ya que sus distancias relativas son més y mas pequenas)
hasta confundirse.

Ejemplos 5.5.2 1) La sucesion {(—1)"},en no es de Cauchy, ya que, por
grande que sean n y m, la distancia entre a, y a,, puede ser igual a 2.

2) La sucesion {55 tnen es de Cauchy, ya que |a, — an| = |57 — 55| <
o + 5, que es un nimero que puede ser arbitrariamente pequenio para n y
m suficientemente grandes (lim 5= =0).
n—oo

3) La sucesion {2"}nen no es de Cauchy, ya que sim > n, |a, — ap| =
2n —9m| = 2n |1 — 2™ > 9n > 2,

4) La sucesion {In(n) }nen no es de Cauchy, ya que para todon, |ln(2n)—
In(n)] = [In(22)] = In(2).

Como se puede intuir de los ejemplos anteriores, las sucesiones que convergen
son también de Cauchy. Mas importante es que las sucesiones de Cauchy son
exactamente las sucesiones convergentes.

Teorema 5.5.3 (Criterio de Cauchy) Una sucesion de nimeros reales es
convergente si y solo si es de Cauchy.
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Como aplicacion del criterio de Cauchy, en la siguiente seccién veremos
que existe una clase de sucesiones, las sucesiones contractivas, que son suce-
siones de Cauchy y, por tanto, convergen. Poder verificar la convergencia por
medio de la condicion de Cauchy es particularmente ttil cuando no se tenga
una expresion explicita de la sucesion en estudio, como para las sucesiones
que son definidas de forma recursiva.

Ejemplo 5.5.4 Sea {a,}nen definida recursivamente como
ay = 17

an+1:an—|—% st n > 1.

Los primeros términos de la sucesién son

1
a; = 1, a2:a1+1:1—|—1,

— b1l P IS
@B = @275 = p  MTBTET 2 "3
11

No es dificil demostrar por induccion que a, =1+> 7_, + para todo n > 1.
Si ahora calculamos el valor de |a,, — a,,|, con n > m, se obtiene que

n—1
1 1 1 1
= anl =12 Gl =l 4 ooy e )

La ultima suma contiene n —m términos que son todos mayores o iguales al

término (el mas pequefio) —=. Se sigue que
n—m
|an — @] > T

n—m
n—1

= 1, si n es suficientemente grande el valor de “—5 estara

Ya que lim
n—oo
proximo a 1y, por tanto, serd mayor que % Entonces |a,, — a,,| no podra ser

arbitrariamente pequeno y {a,},en no puede ser convergente, no siendo de
Cauchy.

5.6 Sucesiones contractivas

Otra clase de sucesiones para las cuales la convergencia esta garantizada es la
clase de las sucesiones contractivas. Verificar la condiciéon de que una sucesion
sea contractiva resulta, a menudo, mas facil que estudiar directamente los
términos de la sucesion en cuestion.
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Definicion 5.6.1 Una sucesion {a,}nen €s contractiva si existe una con-
stante real C, 0 < C < 1, tal que para todo n > 1,

|ant2 = any1] < Clant — ay. (5.2)

De forma intuitiva y similar al caso de las sucesiones de Cauchy, las suce-
siones contractivas son tales que la distancia entre un término y el sucesivo
disminuye progresivamente (ya que 0 < C' < 1), hasta que todos los términos
se confunden en el valor limite.

Ejemplo 5.6.2 Sea {an }nen la sucesion {2n bnen. Entonces |anio — ani1| =
|2n+2 — 2,l+1| = 2n+1 |2 1] = 2n+2. Por otro lado, |a,+1 — a,| = |2n%—2in| =
o |1 1) = 5k5. Se sigue que |anpe — ang1| = 1 ans1 — au| y que, por tanto,

{an}neN es contractiva con constante C' = .

Teorema 5.6.3 Toda sucesion contractiva es de Cauchy y, entonces, es con-
vergente.
Ademds, si {an}nen es contractiva con constante C' y lzm a, = L, podemos

estimar el error que se hace al aproximar L con los termmos de la sucesion
por medio de las siguientes formulas:

On—l
1)’L—6Ln’ S 1_C|CL2—6L1|, (53)
C
_ L — . .
2)|L—an| < 1—C |an — a1 (5.4)

Ejemplo 5.6.4 Sea {a,}nen la sucesion definida por
a; = 2,
(py1 = 2+(a E st n>1.

Vamos a verificar que {a,}nen €8 contractiva.

1 1 1 1
lanto — Gny1| = |2—|——2—2— 2|:| = — 2|:
(an-l-l) (an) (an-‘rl) (an)
_ ‘(an)Q - (an+1)2| _ |y — anyt||an + anii
(@n)?(an41)? (an)?(any1)?

Se trata entonces de mayorar la expresion ((la*;;% por medio de una

constante C' tal que 0 < C' < 1. Para encontrar é se pueden estimar cotas
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inferiores y superiores de {ay, }nen : para todo n > 2,

1 1 1 9
=2 > 92 1 =24+ ——= <24 - = =225,
(n+1 +(an)2 Y Gnt1 +(an)2 +4 4

Entonces,
9,9
|an + angt] |an| + |ant1] iti 3 =C,y

(an)?(ans1)? = (an)*(ans1)? = 4-4 32

|ant2 — Any1] < o5 [an — angal.
32

Se sigue que {antnen €s contractiva y converge a un limite L(> 0) tal que
L=2+ # La tinica solucion real de la ecuacion L =2 + # es

(172 + 12V/177) @3 416 + 4 (172 + 12 /177)1/3)

1
L=—
6 (172 4+ 12/177)/3)

5.7 Resumen sobre convergencia y divergencia

Sean {, }nens {Un tnens {20 tnen v {an bnen sucesiones reales.

CRITERIOS DE CONVERGENCIA
Si L € R, se puede demostrar que L = lim,, .o, x, :

1. Utilizando la definicion de limite: Ve > 0 3n(e) tal que Vn > n(e) |z, —
L <e

2. S13C >0, {aptnen y M € N tales que Vn > M |z, — L| < Cla,| y

lim,, . a, = 0.

3. (Teorema del sandwich) Si lim,, oo z, = lim, oo 2, = Ly Vn > 1x, <
Yn < Zn.

Si {x,} es una sucesion, se puede demostrar que {x,} es convergente:

1. Si{z,} es suma, diferencia, producto o cociente (cuando tiene sentido)
de sucesiones convergentes.
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2. Si{z,} es lasucesion de las raices cuadradas o de los valores absolutos
de una sucesion convergente.

3. Silimy— 0o |2,] =0 (en este caso lim,_, @, = 0).

4. (Criterio del cociente) Si z, > 0Vn > 1y lim, . =25 < 1, (en este
caso lim, o, @, = 0).

5. Si {z,} es mondtona y estd acotada.
({x,} creciente y acotada = lim,, . =, = sup({z,}) y

{z,} decreciente y acotada = lim,,_,o z, = inf({z,}))
6. (Criterio de Cauchy) Si {z,} es una sucesion de Cauchy.
7. Si{xz,} es contractiva.

8 SiVvn>1wxz, >0y lim, % = 00 (en este caso lim, . , = 0).

CRITERIOS DE DIVERGENCIA
Si {z,} es una sucesion y L € R, se puede demostrar que
L # lim, ., z,:

1. Utilizando la negacién de la definicion de limite:
Jdep > 0 tal que Ym € N 3In > m tal que |z, — L| > €.

2. Si existe una subsucesion de {z,} convergente a un limite distinto de
L.

Si {z,} es una sucesion, se puede demostrar que {x,} es divergente :

1. Si la sucesion no esta acotada.

2. Si la sucesion {|z,|} es divergente.

3. Si existen dos subsucesiones convergentes a limites distintos.
4. Si existe una subsucesion divergente.

5. Si x,, no es de Cauchy.
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Si {z,} es una sucesion, se puede demostrar que {x,} es
propiamente divergente:

1. Si es creciente y no acotada.

2. Siz, >0Vn>1ylim, . xzzl =L >1.
3. Si es decreciente y no acotada.

4. Silim, oo Yy =00y Vn > 1 2, > y,.

5. Silim, oo yp = —0c0y Vn > 12, <y,

6. Sivn>12x, >0, vy, >0y lim, . y, = oo, verificando que
lim,, o0 z—z =L >0 o0 que lim,_, g—z =M > 0.

7. SiVnzlxn>0yIimn_>OO$:O

Nota: existen varios criterios de convergencia que son consecuencia de
los criterios presentados en este capitulo y que el alumno puede encontrar en
la referencias contenida en la bibliografia de estos apuntes.
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Capitulo 6

Limites de funciones reales

El concepto de limite de una funcion real es una generalizacion del concepto
de limite de una sucesion real cuando n tiende a oo. Por esta razon muchos de
los resultados que se presentan en este capitulo son la extension de resultados
vistos en el capitulo anterior y se basan sobre ellos.

6.1 Definiciéon de limite y ejemplos

Si f es una funcion real, queremos definir definir el valor limite de f(z) cuando
x es un punto de su dominio que se acerca a un valor dado a. El punto a en
general no debe necesariamente pertenecer al dominio de f. Lo que interesa
es estudiar como se comporta f en puntos de su dominio cercanos al punto
a. De esta manera se hablard de propiedades locales de la funcion f en
un conjunto del tipo I(a,r) \ {a} = (a — r,a) U (a,a + r), donde r es un
nimero positivo, es decir, cuando se consideren puntos proximos al punto a.
De forma similar, si estamos estudiando el limite de una funcion en el infinito
(positivo o negativo), nos interesa estudiar la funcién f en intervalos del tipo
(b, 00) 0 (—00,b), respectivamente, donde b es un niimero real.

Ejemplo 6.1.1 Sea f(x) = L. Su dominio es el conjunto R\ {0}. Si estamos
interesados en estudiar esta funcion en el punto 0, su representacion grdfica
en la figura (6.1) nos hace pensar que los valores f(z), cuando x estd cerca
de 0, son muy distintos si x es positivo o negativo y, en ambos casos, son
valores que mo podemos acotar cuando x tiende a 0.

St queremos estudiar el limite de f en un punto de su dominio, por ejemplo
en el punto a = %, entonces tenemos que observar los valores f(x) cuando x

93
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Figura 6.1: Limite de f(z) = % en 0.

pertenece a un conjunto I(3,7)\ {3}, donde r es un nimero positivo.
Finalmente, si queremos estudiar el limite de f cuando x tiende a 00 0 a
—00, entonces los valores f(x) que nos interesan estdn en intervalos del tipo
(b,00) 0 (—00,b), respectivamente, donde b es un nimero real.

Entonces hace falta definir en qué puntos tiene sentido calcular el limite de
una funciéon y qué es exactamente el limite de una funcion.

Definicién 6.1.2 Sea A un subconjunto de los numeros reales. Un punto
r € R es un punto de acumulacién de A si para todo § > 0, existe un
elemento a de A tal que a € I(x,9) \ {z}.

Ejemplos 6.1.3 1) %, %, %, 0,1 son puntos de acumulacion del intervalo (0,1).

2) 0 es un punto de acumulacidon del conjunto de los valores de la sucesion
{%}HEN-

3) El conjunto N de los nimeros naturales no tiene ningin punto de
acumulacion.

4) Sea A =Qn|0,1]. Entonces todo punto del intervalo [0,1] es de acu-
mulacion para A.
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109

-3 -2 -1 1 2 3

Figura 6.2: Limite de f(z) = 2% — 2z + 5 en 1.

5) Si A es un conjunto finito, entonces no tiene puntos de acumulacion.

Proposicion 6.1.4 Un punto a € R es de acumulacion de A C R si y solo
si existe una sucesion {a, fnen de puntos de A tal que

e para todon > 1, a, # a,

o a = lim a,.
n—oo
Esta proposicion es una consecuencia directa de la definicion de punto de
acumulacion de un conjunto A y de limite de una sucesion.

Vamos ahora a definir el concepto de limite de una funcién en un punto.

Definicion 6.1.5 (Definicion e—9§ de limite) Sea f : A — R una funciin
y sea a un punto de acumulacion de A. Entonces, un nimero real L es el
limite de f(z) en a, L = lim f(z), si para todo € > 0, existe d(¢) > 0 tal
que

ze (A\{a})NI(a,d(c)) = flx)el(L,e).
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Es decir, si x es un punto de A distinto de a y contenido en un entorno
abierto de centro a y radio 6(€), la imagen de x, f(z), es un punto del
entorno abierto de centro L y radio €.

En la figura (6.2) se representa la funcion f(z) = 2® — 2z + 5. El limite de
f(z) en el punto a = 1 es L = 4. Asignado el valor € = 0.5 se puede encontrar
un entorno abierto de 1 tal que la restriccion de f a este entorno de 1 tiene
valores entre 4 —e =30y 44+ € =4.5.

Ejemplos 6.1.6 1) Si f(z) = ¢ es una funcion constante en R, estd claro
que su limite en todo punto a es siempre igual a c.
2) Si f(z) =z en R, entonces para todo a € R,  lim f(x) = a. (En este

caso, asignado € > 0, es suficiente elegir d(€) = € en la definicion de limite.)

Ejercicio 6.1.1 Utilizando la definicion de limite, verificar que

Como para limites de sucesiones (ver proposicion (5.1.9)), si el limite de
una funcion en un punto existe, entonces es inico.

Proposicion 6.1.7 5i f : A — R tiene limite en un punto a de acumulacion
de A, entonces este limite es unico.

La demostracion de esta proposicion es muy similar a la demostracion de la
proposicion (5.1.9): si L y M son dos limites distintos de f en a, existen dos
entornos abiertos disjuntos de L y de M. Por tanto uno de los dos ntimeros
no puede ser el limite de f en a.

6.2 Criterios de convergencia

En esta seccion vamos a emplear los resultados vistos para sucesiones de
ntmeros reales en el contexto de limites de funciones.

Para limites de funciones vale un resultado del todo similar a la proposi-
cién (5.1.11). Si f tiene limite en un punto a, entonces f es localmente
acotada, es decir, existe un entorno abierto I(a,r) de centro a y radio r > 0
tal que la restriccion de f a este entorno es una funcioén acotada (existe una
constante M > 0 tal que |f(z)| < M para todo = € I(a,r).)
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Proposicion 6.2.1 Sea f : A — R una funcion que tiene limite en un punto
a de acumulacion de A, entonces f estd acotada en un entorno abierto de a.

La demostracion de esta proposicion se sigue de la definicion de limite: si
lim f(x) = L,y € > 0, entonces la restriccion de f al entorno abierto I(a, d(¢))
r—a

tiene imagen contenida en el entorno (L, €). Por tanto f es localmente aco-
tada.

Ejemplo 6.2.2 La proposicion anterior se puede utilizar como un primer
criterio de divergencia para funciones. Si sabemos que una funcion f
no estd acotada en mingin entorno de un punto a de acumulacion de su
dominio, entonces izl?:zl f(z) no existe. Por ejemplo, la funcion f(x) = % de
la figura (6.1) no estd acotada en ningin entorno abierto del punto 0. En
efecto sea M > 0, y sea 0, 1(0,0) = (—0,0), un entorno cualquiera de 0.
Por la propiedad de Arquimedes de N se puede siempre encontrar un nimero
natural n tal que n > M y 0 < % < 0. Entonces f(%) =n>M,y M no
puede ser una cota para la restriccion de f al entorno 1(0,9).

Teorema 6.2.3 (Criterio de convergencia basado en sucesiones)
Sean f : A — R wuna funcion, a un punto de acumulacion de A y L un
nimero real. Entonces lim f(x) = L si y solo si para toda sucesion {an,}nen

r—a

en A\ {a} tal que lim a, = a, la sucesion {f(a,)}nen converge a L.

Del teorema anterior se sigue inmediatamente el siguiente criterio de di-
vergencia.

Teorema 6.2.4 (Criterio de divergencia basado en sucesiones)

Sean f : A — R wuna funcion, a un punto de acumulacion de A y L un

nimero real. Entonces lim f(x) # L si y solo si existe una sucesion {ap }nen
r—a

en A\ {a} tal que lim a, = a, pero la sucesion {f(a,)}neny no converge a L.

Observacion 15 Por el criterio anterior, lim f(x) # L si existen dos suce-
r—a

siones {antnen ¥ {bn}nen que convergen al punto a, pero son tales que las
sucesiones { f(an) tnen ¥y {f(bn) tnen convergen a limites distintos.
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Ejemplos 6.2.5 1) Verificar que lz'TrlL In(xz) = 0.

Vamos a utilizar el criterio de convergencia basado en sucesiones. Sea {ay }nen
en A\ {a} = (0,00) \ {1} tal que lim a, = 1. Entonces

lim In(a,) = In(lim a,) = In(1) = 0.

Se sigue que li?”rlo In(z) = 0.
2) Sea f: R\ {1} — R la funcion definida por

f(x):{x stoxr<l1,

r+1 s1 x>1.

Queremos verificar si existe l@'n’f f(z). Ya que los valores f(x) son estricta-
xr—
mente menores que 1 st x < 1 y estrictamente mayores que 2 st x > 1,
utilizamos el criterio de divergencia basado en sucesiones para demostrar
que lirrlz f(x) no existe. Por tanto, hace falta definir una sucesion {a,}nen
xr—

en R\ {1} tal que lim a, = 1, pero la sucesion {f(a,)}nen no converge.

14+ L sin esimpar,
Sea a,, = " ,
1—2 sin espar. Entonces
flan) = fA+2)=24L sin esimpar,
" fA=4)=1—-21 sin es par
Se sigue que {f(an)}nen contiene dos subsucesiones, {f(azn) tnen ¥
{f(agn-1) tnen, que tienen limites distintos. Por tanto, {f(ay)}nen diverge y
lz’n”lb f(z) no existe.
r—
3)(Funcion de Dirichlet) Sea f : R — R la funcion caracteristica de
los nimeros racionales, definida por

)1 s xeQ,
f(w)_{o si zecR\Q.

Vamos a verificar, por medio del criterio de divergencia basado en sucesiones,
que ésta funcion no tiene limite en ningin punto a de la recta real.

Por el teorema de densidad de Q en R, para todo n € N existe un nimero
racional T, tal que a < r, < a+ %

Por el teorema de densidad de R\ Q en R, para todo n € N existe un nimero
wrracional s, tal que a < s, < a + %
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Figura 6.3: f(z) = sen(%).

Por el teorema del sandwich, lim r, = lim s, = a. Se sigue que (verificar)
n—oo n—oo

Tn  SLT €S impar, i

es tal que lim a, = a,

n—oo

la sucesion definida por a, = _
S, St M es par,

pero
f(rn) =1 sin es impar,
flan) = .
f(sp) =0 sin es par.
Por tanto, la sucesion {f(a,)tnen diverge y lim f(x) no existe.
4) En la figura (6.3) estd representada la grifica de la funcion f(x) =
sen(Z) en un entorno de 0. Sea {an}tnen = {557 tnen. Entonces lim a, =

0, pero la sucesion {f(an)}nen = {f(557) nen = {sen(nm + 3)}uen =
{-1,1,—-1,1,—1,1,--- } no es convergente. Se sigue que lz'rré f(x) no existe.

Como consecuencia del criterio de convergencia basado en sucesiones se pueden
verificar inmediatamente las siguientes propiedades de los limites de fun-

ciones.
Propiedades de los limites de funciones
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Sean f: A— Ry g:A— R dos funciones reales tales que lim f(z) = L y

lim g(x) = M, donde a es un punto de acumulacion de A. Entonces

r—a

P1) (Propiedad de linealidad) Si r y s son dos numeros reales, la funcion
(r f+sg)(xz) =7 f(x)+sg(x) tiene limite en a 'y lim (r f+sg)(x) = r L+s M.
P2) (Multiplicacion) La funcion (f g)(z) = f(z) g(x) tiene limite en a y
lim (f g)(z) =L M.
P3) (Division) Si para todo z € A g(x) # 0y M # 0, la funcion
(£)(2) = L2 tiene limite en a y lim ($)(2) = ;.
P4) Sipara todox € A f(z) > 0, entonces L > 0.
(L no puede ser negativo, ya que existiria un entorno abierto I(L,¢) de
nimeros negativos.)
P5) Siparatodoz € A f(z) > g(x), entonces L > M.
(Se sigue de la propiedad anterior aplicada a la funcion (f — g)(x).)
P6) lim f(z) = L = lim|f(x)| = |L|.
(Se sigue de la desigualdad ||f(z)| — |L|| < |f(z) — L|.)
P7) Seac¢>0,c# 1. Siparatodoxz € A, f(x) >0y
lim f(x) = L > 0, entonces lim log,(f(z)) = log.(L).

r—a

P8) Sea c > 0. Silim g(x) = M, entonces lim c9®) = M.

r—a

P9) Silim f(x) =L >0y limg(x) =M > 0, entonces
lim f(z)9® = LM,

r—a

. . , o 3zi-2 1
Ejemplos 6.2.6 1) Por las propiedades P1), P2) y P3), lwzir% =3

21241
2) Para calcular lz’n%;”z—:i no podemos utilizar la propiedad P3) de los
Tr—
limites, ya que liﬂ% 2x — 4 = 0. Pero podemos simplificar la expresion gi:i :
T—

z3—8

50— €ntonces

sea x # 2 un punto del dominio de

-8 (z—2)(a*+22+4+4) 2°+22+4
20 —4 2(x — 2) B 2 '

, 2
= lim ¥5= +§m+4 = 6.

r—2

Ahora, por la propiedad P3) lZ'ng ;i:i

Ejercicios 6.2.1 1) Sea f: R — R definida por
2ol gy #1,

—2 st x=1.
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Figura 6.4: f(z) = x sen(z).

Calcular, si existe, lz'm f(z).

2) Calcular, si exzste lim === + =3

z—0

También el teorema del sandwich y el criterio de Cauchy para sucesiones
tienen sus extensiones al caso de limites de funciones.

Teorema 6.2.7 (Teorema del encaje o del sandwich)
Sean f: A—R, g: A—R yh:A—R tres funciones reales tales que para
todo v € A, f(x) < g(x) < h(x) y lim f(x) = limh(x) = L, donde a es un

punto de acumulacion de A. Entonces lim g(x) = L.

r—a

Ejemplos 6.2.8 1) La funcion f(zx) = xsen(x) (representada en la figura
(6.4)) es tal que, para todo x € R,

[f (@) = [z[|sen(z)] < |z],
es decir, —|z| < f(x) < |z|. Ya que lf??(l) — |z| = lim|z| = 0, por el teorema
r— Tr—a

del sandwich se sigue que lz’rréa:sen(:c) = 0.
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2) La funcion f(z) = —x?cos(20w ) es tal que, para todo x € R,
|f(z)| = 2% |cos(20 7 )| < 22,

es decir, —2* < f(z) < 2% Ya que lim —2* = lim x> = 0, por el teorema del

z—0 z—0

sandwich se sigue que ling — 2% cos(20mx) = 0.

Definicién 6.2.9 Sea f : A — R una funcion y sea a un punto de acumu-
lacion de A. f wverifica la condicion de Cauchy en a si para todo € > 0

existe §(€) > 0 tal que |f(x) — f(y)| <€ siz,y € I(a,d(e)) \ {a}.

Teorema 6.2.10 (Criterio de Cauchy)
Sea f: A — R una funcion y sea a un punto de acumulacion de A. Entonces
f tiene limite en a st y solo si f verifica la condicion de Cauchy en a.

Ejemplo 6.2.11 Verificar que la funcion f(x) = 2* es de Cauchy en a = 0.
Sea € > 0. Tenemos que verificar que existe un entorno 1(0,0(¢)) tal que para
todos x,y € 1(0,8(¢)) se sigue que |z* — y?| < e. Ahora,

|22 — 2| < |z + |y|> < 8(e)? + 0(e)* =26(e)? < € 81 0 < 6(e) < 5

6.3 Dos limites importantes

En esta seccion vamos a calcular, como aplicacion del teorema del encaje y
utilizando algunas propiedades geométricas de las funciones trigonométricas,
dos limites que resultan ser muy utiles:

]_ —
SR g e 6.1)
x—0 X x—0 X

(El calculo de estos dos limites resulta mas directo si se utiliza la regla
de 'Hopital, que estudiaremos en el capitulo 9.)

Ya que los limites que nos interesa calcular son limites en el punto z = 0,
vamos a estudiar el entorno (=75, 7). Ademds vamos a medir el angulo agudo
x en radianes.

En la figura (??) se puede ver que si 0 < x < 7, entonces 0 < sen(zr) < z <
tan(zx) y
sen(x T tan(x 1
|- sente) < fanle) _ :
sen(xz)  sen(x)  sen(x)  cos(x)
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en(x) tan(x)

077020140608 1L 12
~021

Figura 6.5: El angulo x, sen(x) y tan(zx).

De forma similar, si —5 < z < 0, entonces 0 > sen(x) > z > tan(zx) y,

_ sen(x) x tan(z) 1
L= sen(z) = sen(z) = sen(z)  cos(x)’

Se sigue que para todo x € (=7, %) \ {0}

cos(x) < ser(x)

<L (6.2)

La primera consecuencia de las desigualdades (6.2) es que se puede aplicar
el teorema del encaje para verificar que lz'n% cos(x) = 1. En efecto, ya que
X—>

para todo x € (=3, %) \ {0}

0 < |cos(z) — 1] =1 — cos(z) =2 [sen(%)]Q <2 (3)2 = %, (6.3)

se sigue que 1 — ‘”2—2 < cos(x) < 1. Siendo lin% 1— % = 0, el teorema del encaje
xr—
implica que l@'m cos(z) = 1.

Vamos ahora a verificar que l'm% 567;(”6) = 1. Por las desigualdades (6.2),

sen(m)

para todo x € (=3, %) \ {0}, cos(z) < < 1.

Siendo lm% cos(x) = 1, por el teorema del encaJe lmé senlz) _ 1.

. 1
Finalmente, para calcular [im 1=

€Tr—>

(6.3) implican que —% < cos(x) — 1 < 0. Entonces

, observamos que las desigualdades

—1
“Io —Cos(x) <0 st >0, y
2 x
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cos(x) — 1 T
O<L<—— si x <O.
x 2
Ya que ling — 5 =0, por el teorema del encaje se sigue que lin% 1_%8(”’6) =0.
xr— xr—

Ejercicio 6.3.1 Calcular los siguientes limites:

tan(x)

16
lim Jiy 2€167)
z—0 T z—0 2x

6.4 Limites laterales

Sea f : R — R la funcién definida por

f(:r):{x s? T <1,

r+1 si x>1.

Verificamos en el ejemplo 2) (6.2.5) que esta funcion no tiene limite en el
punto a = 1. Pero, si miramos a sus restricciones a los intervalos [1,00) y
(—00,1), obtenemos las dos funciones f|j1,0)(z) = 2+ 1y fl—oon)(z) = 7,
respectivamente, que si tienen limite en el punto 1 : i@_r)rlzx#— 1=2y iz_ﬁ}x =
1.

Esta situacion justifica la siguiente definicion de limites laterales.

Definiciéon 6.4.1 Sea f : A — R una funcion y sea a € R un punto de
acumulacion de AN (a,00). Se dice que L € R es el limite lateral por la
derecha de f en a, ll/ﬂ”i_ f(x) = L, si para todo € > 0, existe 6(¢) > 0 tal

que |f(x) — Ll <esi0<x—a<di(e).
De forma similar, Se dice que L € R es el limite lateral por la izquierda
de f en a, lim f(x) = L, si para todo ¢ > 0, eziste d(¢) > 0 tal que

|f(x)—L|<e_>3iO<a—x<5(e).

Los resultados de unicidad del limite y el criterio de convergencia basado
en sucesiones tienen sus naturales correspondientes en el caso de limites la-
terales. Para el criterio de convergencia, las sucesiones que se pueden consi-
derar son las que estan contenidas en entornos a la derecha o a la izquierda
del punto a.

La relacion entre limites laterales y limites de una funciéon en un punto a
esta dada por el siguiente teorema.
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10000 1
7|
|
| |

80[‘)0* \

60001 |
[y \
4 \
oo\

el

—-0.001 -0.0006 0" '5:0002 q(.OOOB 0.001

Figura 6.6: f(r) = %

||

Teorema 6.4.2 Sea f : A — R una funcion y sea a € R un punto de acumu-
lacion de los dos conjuntos (—oo,a)NA y (a,00)NA. Entonces lim f(z) =

L& li@f(z): lim f(z) = L.

Ejemplo 6.4.3 Sea f : R\ {0} — R la funcion definida por f(x) %

Entonces, f(r) =1six >0y f(x) =—1 sixz <0. Por tanto, lim f(z) =1,

z—07t
li?g)@ f(z) = =1y f no tiene limite en a = 0.

6.5 Limites infinitos y en el infinito

En analogia con el concepto de sucesion propiamente divergente, se puede
definir el concepto de limite infinito de una funcién f en un punto a.

Por ejemplo, queremos poder afirmar que la funcion f(z) = ﬁ, representada
en la figura (6.6), tiene limite igual a co en el punto a = 0 y que la funcion
f(z) = L de la figura (6.5) tiene, en el punto a = 0, limite lateral derecho

Tz

igual a oo y limite lateral izquierdo igual a —oo.

Definicion 6.5.1 (Limites infinitos) Sea f : A — R una funcion y sea
a € R un punto de acumulacion de A. La expresion lim f(x) = oo significa
que para todo C > 0 existe 6(C) > 0 tal que f(x) > C sixz € I(a,0(C)) N A.
De forma similar, la expresion lim f(x) = —oo significa que para todo C > 0
existe 6(C) > 0 tal que f(x) < —C sixz € I(a,6(C)) N A.
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Las definiciones correspondientes para limites laterales infinitos se obtienen
sustituyendo los intervalos I(a,d(C')) por semintervalos a la derecha o a la
izquierda del punto a.

Si una funcion f tiene un limite lateral igual a infinito (0 a menos infinito)
en un punto a, entonces la recta vertical * = a es una asintota vertical de
la grafica de f.

Ejemplos 6.5.2 1) La funcion f(x) = + de la figura (6.5) no tiene limite
en el punto a = 0 y la funcion f(x) = ﬁ tiene limite igual a oo en a = 0.

Para la dos funciones la recta vertical x = 0 es una asintota vertical.
2) Sea f(z) = %. El dominio de f es dom(f) = R\ {—2,2}. Sim-
plificando la expresion f(x), se obtiene que, si v # —2,2,

f() ??+2x -8 (v—2)(x+4) x+4
€T) = = — .
2 —4 (x—=2)(z+2) xz+2
Entonces
tim f(x) = tim f(z) = >
im f(x)= lim f(x) ==
r—2F T—2~ 2 Y
li = li = —00.
i f(z) =00 y lim f(x)=—co
La recta x = 2 no es una asintota vertical, pero la recta x = —2 si lo es.
Ejercicio 6.5.1 Sea f(x) = xi%?l’”” Calcular los limites laterales de f en el

punto a = 1 y verificar que la recta vertical x = 1 es una asintota vertical de
la funcion.

Vamos ahora a estudiar la convergencia de una funcién f en el infinito,
es decir, cuando su dominio contiene un intervalo no acotado y se consideran
los valores f(z) para z arbitrariamente grande en valor absoluto.

Definiciéon 6.5.3 (Limites en el infinito) Sea f : A — R una funcion y
sea L un nimero real.
Si A es un subconjunto no acotado superiormente, lim f(x) =L

si para todo € > 0 existe 0(e) € R tal que |f(x) — L| < e si x € (6(€),00) N A.
Si A es un subconjunto no acotado inferiormente, lim f(x)=L

si para todo € > 0 existe §(€) € R tal que |f(x)—L| < e six € (—00,0(€))NA.
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Si lim f(z) = L osi lim f(z) = L, la recta horizontal y = L es una

asintota horizontal de la funcién f.

Para limites de funciones en el infinito valen resultados analogos a los
criterios de convergencia y divergencia basados en sucesiones (6.2.3) y (6.2.4).

Ejemplo 6.5.4 Vamos a verificar que lzm = = 0 wutilizando la definicion de

Tr—00

limite en el infinito y que lim % =0 por medw del criterio de convergencia
r——00

basado en sucesiones. Por tanto la recta y = 0 es una asintota horizontal de
la funcion f(z) = 1.

A =R\ {0} es el dominio de f(®) = 2 y no estd acotado superiormente.
Asignado un valor € > 0, tenemos que determinar un valor 6(€) € R tal que
|f(x) =0 = |%| <esiz>d(c). Pero|f(z)—0] =]1] < |$] <esiz>d(e)
y hemos elegido §(€) > 1

Sea ahora {an}nen una sucesion cualquiera contemda en (—o00,0) y tal que
lim a, = —oo. Entonces lzm flay) = lim = =0.

n—oo n—oo 4n

Ejercicio 6.5.2 Calcular lim \/32"”;—1 y lim \/?%

Sugerencia: Vx? = |z|, entonces es igual a x six >0y a —x si x < 0.

_ 3z—2 _ 302
Las rectas y = lzm N g €Y= a:l—%moo TaarT SO dos asintotas horizontales

de f(z).

Finalmente, una funciéon f, por ejemplo la funcién f(z) = 22, puede tener
limites infinitos en el infinito:

Definicién 6.5.5 (Limites infinitos en el infinito) Sea f : A — R una
funcion.

Si A es un subconjunto no acotado superiormente, lzm f(z) =00 [o —0]
si para todo C > 0 existe 6(C') € R tal que f(x ) > C’ [o f(x) < —=C] si
z € (§(C),00) N A.

Si A es un subcongunto no acotado inferiormente, lim f(x) = oo [o —o0f
T——00

si para todo C > 0 eziste 6(C') € R tal que f(z) > C [o f(z) < =C] si
x € (—00,0(C)) N A.

Observacion 16 Los resultados de comparacion de limites de la seccion
(5.1.3) del capitulo 5 para sucesiones propiamente divergentes valen, con los
cambios adecuados, para funciones que tienen limites infinitos en un punto.
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6.6 Infinitésimos e infinitos

A continuacion se introducen una definiciones tutiles a la hora de comparar
limites de funciones, especialmente cuando se trate de formas indeterminadas
del tipo 0/0 o oo/o0.

Definicién 6.6.1 Se dice que

e una funcion f(z) es un infinitésimo en el punto a € RU {£oo} si
lim f(z) =0,

e una funcion f(x) es un infinito en el punto a € R si es un

1
/()

infinitésimo en a, es decir, si lim|f(z)| = oco.
r—a

e dos infinitésimos f(x) y g(x) en un punto a € R U {£oo} son in-

(=)

finitésimos comparables si existe lim ——.
v—ag(z)

Definicion 6.6.2 (Orden y equivalencia de infinitésimos) Si f(x) y
g(x) son infinitésimos comparables en un punto a € RU {£oo} se dice que

o f(z) y g(x) son del mismo orden en el punto a € R U {+oo} si

- f(z)
lim——= e R\ {0},
) \ {0}
: e fle)
e f(z) es de orden superior que g(x) en el puntoa € R silim——= = 0.
z—a g(T

Para indicar esta situacion se utiliza la expresion f(z) = o(g(x)) en a
y se lee: f(x) es “o pequena” de g(z) en x = a.

e f(z) y g(x) son infinitésimos equivalentes en el punto a € R U

/()

+oo} y se escribe f ~ g, si lim——= = 1.
e} 7—ag(x)

Observacion 17 Como consecuencia de las definiciones anteriores, se tiene
que

o f(z)=0(1) significa que glclglzf(x) =0.



6.6. INFINITESIMOS E INFINITOS 109

o f(x)=o(x) significa que lir%@ = 0.
T— T
o Si g(x) es un infinitésimo en a y h(z) es una funcion, una ecuacion

de la forma f(x) = h(z) 4+ o(g(x)) significa f(z) — h(z) = o(g(x)), es
decir limM =0
Tema o g(x) '

Ejercicio 6.6.1 1) Verificar que la relacion ~ entre infinitésimos en un
punto a es una relacion de equivalencia.

2) Verificar que sen(z) ~ x en a = 0 y que 1 — cos(x) = o(x). (Ver la
seccion 6.3.)

Después de haber estudiado la seccion 9.2 del capitulo 9, que trata de la
regla de I’Hopital, resulataran claras las siguientes equivalencias en a = 0:

e sen(x) ~ x ~ arcsen(x),
e tan(x) ~ x ~ arctan(x),

132

1— ~T
o cos(x) 5
o In(l+z)~uz,

o ¢ — 1~ xln(c) (c>0).
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Capitulo 7

Continuidad

7.1 Funciones continuas

Sea f: R — R la funcion definida en la seccion (6.4) por

f@):{x s? T <1,

r+1 si x>1.

Vimos que f(z) tiene limites laterales distintos en el punto a = 1 y que
lim f(z) =2 = f(1), pero lim f(z) =1 # f(1). Por estas razones se dice
rz—1 r—1-

que f(z) no es continua en el punto 1.

Intuitivamente, una funcién continua es una funciéon que tiene una grafica
"sin interrupciones": en cada punto de su dominio tiene limite y este limite
es exactamente igual a su valor en ese punto.

7.1.1 Definicién y ejemplos

Definiciéon 7.1.1 Sea f : A — R una funcion y sea a un punto de acumu-
lacion de A. Se dice que [ es continua en el punto a si se verifican las
siguientes condiciones:

1. a € A,
2. lim f(z) existe,
3. lim f(z) = f(a).

111
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Si f es continua en todo punto a de A se dird que f es continua en A.

Observacion 18 [ es continua en a € A si y solo si, por definicion de
limite, para todo € > 0, existe §(e) > 0 tal que

v e (A\{a})N1(a,8(e)) = [flz) € I(f(a)e).

También, f es continua en a € A si y solo si, por el criterio de convergencia
basado en sucesiones, para toda sucesion {an,}nen en A\{a} tal que lim a, =
n—oo

a, la sucesion {f(an)}nen converge a f(a).

Ejemplos 7.1.2 1) La funcion f(x) = % es continua en todos los puntos de
su dominio. No puede ser continua en a =0, ya que 0 no es un elemento de
su dominio.

2) La funcion de Dirichlet, ejemplo 3) (6.2.5), es un ejemplo de funcion
tal que su dominio es todo R, pero no es continua en ningun punto real ya
que no tiene limite en ningun punto.

3) Sea f la funcion definida por

f(:v)={0 , e

rvsen(;) si x#0.

f estd definida sobre R y tiene limite igual a 0 = f(0) en z = 0. Por tanto f
es continua en 0. Notar que la funcion f se obtiene extendiendo la definicion
de la funcion x sen(2), cuyo dominio es R\ {0}, a una funcién cuyo dominio
es todo R. En este ejemplo la funcion resultante, la funcion f, resulta ser
continua ya que su valor en O es igual al limite de :L‘S@ﬂ(%) (que existe y es
finito) en el punto 0. La posibilidad de eztender la funcidn x sen(L) a una
funcion continua se expresa diciendo que Sen(%) tiene una discontinuidad
evitable en 0.

4) Sea f la funcion definida por

f(gc):{5 1 s x =2,

m St $7£2

f estd definida sobre R y tiene limite igual a oo en el punto a = 2. En este
caso, a partir de f no es posible, modificando el valor de f en el punto 2,
definir una nueva funcion que sea continua en todo R. Por esta razon se
dice que la discontinuidad no es evitable en a = 2.
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5) Sea f la funcion f(x) = 1 — /1 — 22 con dominio [—1,1]. Para todo
ac[-1,1] limf(x)=1liml—V1-22=1-V1—a®= f(a).

Entonces f es continua en todo [—1,1].

7.1.2 Propiedades de las funciones continuas

Como consecuencia de las propiedades de los limites de funciones (y de suce-
siones) se obtienen las siguientes propiedades de las funciones continuas.

Sean f: A— Ry g:A— R dos funciones continuas en un punto a € A.
Entonces

C1) (Propiedad de linealidad) Si vy s son dos nimeros reales, la funcion
(rf+sg)(x)=rf(x)+sg(x) es continua en a.

C2) (Multiplicacion) La funcion (f g)(x) = f(x) g(x) es continua en a.

C3) (Division) Si g(a) # 0 la funcion (5)(:)6) = % es continua en a.

C4) (Composicidn) Sea f una funciéon continua en a y sea h una funcion
continua en f(a). Entonces la funcion compuesta h o f es continua en a.
(Esta propiedad se verifica ya que izﬁ(zl (ho f)(z) = h(izg}l f(z)) =h(f(a)).)

C5) Si f es continua en a, entonces la funcion |f| es continua en a.

C6) Sea ¢ > 0,c # 1. Entonces la funcion log,.(x) es continua en (0, c0).

C7) Sea ¢ > 0. Entonces la funcién ¢® es continua en R.

C8) Si b € R, la funciéon 2° es continua en (0, o).

C9) La funcion z” es continua en (0, c0).

~— —— N

Ejemplos 7.1.3 1) Las funciones polinomiales son funciones continuas en
R.

2) Las funciones racionales f(x) = % donde p(zx) y q(x) son polinomios
son continuas en sus dominios.

3) Para verificar que la funcion f(x) = cos(x) es continua en todo R,
tendremos que utilizar la identidad trigonométrica

cos(a+b) = cos(a) cos(b) — sen(a) sen(b).

Hace falta verificar que si a € R entonces lim cos(x) = cos(a). Ahora,

r—a

limcos(z) = limcos(x —a+a) =
= limcos(x — a) cos(a) — sen(x — a) sen(a).
r—a
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Ya que lir% cos(x) =1, (como verificamos en la seccion (6.5)), de la propiedad

C4) se sigue que lim cos(x —a) = 1. Ahora tenemos que calcular lim sen(x —

r—a

a). Utilizando otra vez los resultados de la seccion (6.5), podemos escribir

que |sen(x)| < |z| si v € (=5, F). Se sigue que lz’nzjsen(:v) =0y, por C4),
—

lim sen(z — a) = 0. Finalmente,

r—a

lim cos(z) = lim cos(x — a) cos(a) — sen(x — a) sen(a) = cos(a).

r—a r—a

4) Ahora, para verificar que la funcion sen(z) es también continua en todo
R basta con escribir que sen(x) = /1 — cos(x)? y aplicar las propiedades de

las funciones continuas.

Ejercicios 7.1.1 FEstudiar la continuidad de las siquientes funciones:

1) f(x) = tan(x).

z242z—3

Q)f(:v)={4 SR

st x=1.

o3 g x A1,

3) f(x) = {H

6 st x=1.

7.2 Continuidad en intervalos

Las funciones continuas que estan definidas sobre intervalos de la recta real
tienen propiedades importantes. En particular, en esta seccién se estudian los
valores maximos y minimos de funciones continuas definidas sobre intervalos
cerrados y acotados y se aproximan raices de funciones continuas en intervalos
por el método de biseccion.

7.2.1 Acotabilidad
1

Sea f la restriccion de la funciéon - al intervalo (0,1]. Esta claro que f no
esta acotada superiormente y no tiene un valor maximo. Pero la restriccion
de 1 a un intervalo cerrado y acotado cualquiera contenido en R\ {0} tiene
valores acotados por un valor maximo y un valor minimo.

Teorema 7.2.1 Sea I = [a,b] un intervalo cerrado y acotado. Si una fun-
cion f es continua en I entonces estd acotada en 1.
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Demostracion Por contrapositivo: si f no estd acotada en I, entonces
para todo n € N, podemos encontrar un punto x, del intervalo I tal que
|f(x,)] > n. Queda definida una sucesion {z, }nen de puntos de I. Siendo I
un intervalo acotado, también la sucesion {z,},en estard acotada y, por el
teorema de Bolzano-Weierstrass, contiene una subsucesion {z,, },ey conver-
gente a un limite x. Ademas, ya que para todon € N, a <z, < b, el
punto x es un punto de I. Se sigue que los valores de f en los términos de la
sucesion {x,, bnen son tales que para todon € N,  |f(z,,)| > r, > n. Por
tanto la sucesion {f(x,, )}nen diverge y f no puede ser continua en x. O

Dada una funcién continua es a menudo importante determinar si esta
funcion tiene un valor maximo o un valor minimo. En los problemas de
optimizacién donde se puede escribir un modelo mateméatico por medio de
una funcién continua, es importante poder determinar si esta funcién tiene
un valor maximo o minimo. Un ejemplo podria ser el siguiente.

Ejemplo 7.2.2 Una pdgina rectangular ha de contener 312cm? de texto,
con mdrgenes superiores e inferiores de 3cm y laterales de 4cm. ;Qué di-
mensiones de la pdagina requieren la minima cantidad de papel?

Se trata de definir la funcion "drea de la pdgina” y encontrar su valor min-
imo. St x ey son las dimensiones de la altura y de la base del rectangulo
que contiene el texto, entonces xy = 312 y las dimensiones de la pdgina
son x + 6 e y+ 8. Por tanto el drea de la pagina estd dada por la funcion
A(z,y) = (x+6)(y +8). Ya que y = %, podemos escribir el drea como fun-
cion de una sdla variable: A(x) = (x4 6)(£2 +8). Siendo x necesariamente
mayor que 0, la funcion A(zx) es una funcion continua y queremos calcular
su valor minimo.

Definicion 7.2.3 Sea f : A — R una funcion. Se dice que a € A es un
mdzximo absoluto de f en A si para todo x € A f(x) < f(a). Se dice que
a € A es un minimo absoluto de f en A si para todo x € A f(x) > f(a).

Entonces un méaximo absoluto a es un punto de A tal que f(a) es el maximo
del conjunto imagen de f, f(A), y un minimo absoluto es un punto de A
tal que f(a) es el minimo de f(A).

Ejemplos 7.2.4 1) Sea [ la funcidn f(z) = 1. La imagen del interva-
lo (0,100] no tiene mdzimo (pero tiene minimo), la imagen del intervalo
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(100,500) tiene supremo e infimo (pero no tiene mdzimo y minimo) y la
imagen del intervalo [—50, —2| tiene mdzimo y minimo.
2) Sea f(x) = sen(x) definida en el intervalo [0,37]. Entonces x = 3 y
5 3T

xr = 25 son dos puntos de mdzrimo absoluto. El punto x = =7 es un minimo

absoluto.

Si A es un intervalo cerrado y acotado, el teorema anterior implica que f(A),
siendo acotado, tiene un supremo y un infimo. El siguiente teorema afirma
que estos valores del supremo e infimo son un maximo y un minimo. En
particular la funcion A(z) del ejemplo (7.2.2) tendra un valor minimo si
limitamos los valores de x a valores de un intervalo cerrado y acotado.

Teorema 7.2.5 (Teorema de Weierstrass) Si f : [a,b] — R es una fun-
cion continua, entonces f alcanza el mdzimo y el minimo absolutos en el
intervalo |a, b].

Demostracién Para demostrar este teorema se puede utilizar un proce-
dimiento similar al que hemos empleado en la demostraciéon del teorema
anterior. Ya que f(A) es un conjunto acotado, por el axioma de completitud
de R existen el supremo s y el infimo ¢ de f(A). Entonces se trata de verificar
que s es un MAaximo y que ¢ es un minimo.

Siendo i el infimo de f(A), para todo n € N existe y, € f(A) tal que i < y,, <
1+ % Por el teorema del encaje 7%@_}721@ Yn = 1. Se sigue que existe una sucesion

{Zn}nen en [a,b] tal que para todo n € N f(x,) = y,. Ya que la sucesion
{Zn }nen esté acotada (estda contenida en [a,b]), por el teorema de Bolzano-
Weierstrass contiene una subsucesion {z,, },en convergente a un punto z de
[a, b]. Siendo f continua, necesariamente es i = 75@_}77(}0 f(z,,) = f(x). Por tanto

2 es un minimo absoluto de f.
Para verificar que s es un méaximo absoluto de f se emplea un procedimiento
similar al anterior. O

7.2.2 Localizacion de raices

Otra caracteristica de una funcion continua en un intervalo cerrado y acotado
[a,b] es que si sus valores en los extremos tienen signos opuestos, entonces
existe un punto del intervalo donde la funcion es igual a cero. En la figura
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Figura 7.1: f(z) =2 + 2z + 1.

(7.1) se puede ver el ejemplo de la funcion f(z) = 2° 4+ 2x + 1 en el intervalo
[—2,2]. Existe un punto z entre —2 y 2 tal que f(z) = 0, es decir, una raiz
de f.

Para localizar la raiz de una funciéon f continua en un intervalo [a,b] se
puede emplear el siguiente método de biseccidn.

Sin perder en generalidad, podemos suponer que, como en la figura (7.1),
f(a) <0y f(b) > 0. La idea es construir una sucesion encajada de intervalos
cerrados y acotados {I,, }nen, tal que (), o I sea una soluciéon de la ecuacion
f(z) = 0. Por tanto, los extremos de cada intervalo I,, son una aproximacion
de x que mejora cuando n crece.

Entonces definimos I; = [a;,b1] = [a,b]. Ahora, sea x = 2“2 el punto
medio de I;. Si f(z) = 0, entonces z es la raiz buscada. Si f(z) > 0 se
define Iy = [ag,bs] = [ag,z]. Si f(z) < 0 se define Iy = [ag, bo] = [z, a2
En los dos casos I C I; y la longitud de /s es la mitad de la longitud
de I5. Por medio de este proceso iterativo se consigue definir una sucesiéon
{IL,}nen = |an, by) tal que b, —a,, = ;,;‘ﬁ y, por tanto, tal que (), o In = {7},
donde z = lim a, = lim b,. Ademas, para todo n € N, f(a,) < 0y

n—0o0 n—oo

f(b,) > 0. Siendo f continua, 0 > f(lim a,) = f(x) = f(limb,) > 0.
Entonces f(x) = 0.

El método de biseccion demuestra el siguiente teorema.

Teorema 7.2.6 (Teorema de la raiz) Sea I un intervalo y sea f:1 — R
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una funcion continua. Si existen dos puntos a y b en I tales que f(a) y f(b)
tienen signo opuesto, entonces existe un punto ¢ entre a y b tal que f(c) = 0.

Observacion 19 El método de biseccion se puede utilizar como algoritmo
para aprorimar el valor exacto de una raiz r de una funcion continua en un
intervalo [a,b]. La aprozimacion que se obtiene al paso n es el valor de ay,
con un error |r — a,| tal que

1

2—n(b—a).

|z — a,| <

Trabajaremos con distintos métodos de aproximacion de raices en la prdactica
4 con Maple V.

Ejemplo 7.2.7 Sea f:[0,3] — R la funcion definida por

fz) =

T — 2 st 0<x <1,
In(z)+1 si 1<z<3.

La funcion f no es continua en [0,3], f(0)=-2<0y f(3) =In(3)+1 > 0.
pero no existe ningin punto ¢ entre 0 y 3 tal que f(3) = 0.

Ejercicios 7.2.1 1) Sea f(x) = 2sen(z) — v/3. Verificar que existe una raiz
de f en el intervalo (0, ).
2) Hallar un intervalo que contenga una solucion de la ecuacion

34+ 1= —3ux.
Una generalizacion inmediata del teorema de la raiz es el siguiente teorema.

Teorema 7.2.8 (Teorema del valor intermedio de Bolzano) Sea I un
intervalo y sea f : I — R una funcion continua. Supongamos que existen
dos puntos a y b en I tales que f(a) < f(b). Entonces para todo nimero real
y tal que f(a) <y < f(b) existe un punto c entre a y b tal que f(c) =y.

(El teorema del valor intermedio se obtiene aplicando el teorema de la
raiz a la funcion continua g(z) = f(x) —y.)
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Observacion 20 El teorema del valor intermedio tiene varias interesantes
CONSECUEncias:

1) Si la funcidn f es continua en un intervalo cerrado y acotado |a,b),
entonces tiene un valor minimo m y un valor mdzrimo M. Por el teorema
del valor intermedio, la funcion [ alcanza en puntos de [a,b] todo los valores
intermedios entre m y M. Por tanto, se sigue también que f(|a,b]) = [m, M].

2) (Conservacion de intervalos) Mds en general, si I es un intervalo
cualquiera y f es una funcion continua en I, el conjunto imagen f(I) es
también un intervalo. (Esta propiedad se verifica facilmente utilizando el
hecho de que un subconjunto A de la recta real es un intervalo si y sélo si
para todo par de puntos a y b de A tales que a < b, todo el intervalo cerrado
[a,b] estd contenido en A.)

Ejemplos 7.2.9 1) La funcion de Dirichlet no es continua en ningin punto
de R. Tiene mdzimo igual a 1 y minimo igual a 0 y la tmagen del intervalo
[—1,2] es el conjunto {0,1}, que no es un intervalo.

2) La funcidn del ejemplo (7.2.7) no es continua en [0,3] y f([0,3]) no
es un intervalo.

3) Si f:1]0,1] — Q es continua, entonces [ tiene que ser constante.

7.3 Funciones monotonas e inversas

El resultado principal de esta seccion es que una funcién continua y estric-
tamente mondtona en un intervalo tiene una inversa continua definida sobre
su imagen.

Definicion 7.3.1 Sea f : A — R una funcion definida sobre un subconjunto
A de R.

o f es creciente [decreciente] en A si para todo par x,y de elementos
de A,

x <y implica [f(z) < fly) [f(z)=[f(y)l

e f es estrictamente creciente [estrictamente decreciente] en A si
para todo par x,y de elementos de A,

z<y implica [f(z) < [f(y) [f(x)> f(y)]
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Ejemplos 7.3.2 1) La funcion f(x) = x es estrictamente creciente y la
funcion f(x) = —x es estrictamente decreciente.
Una funcion que es al mismo tiempo creciente y decreciente sobre un conjunto
A tiene que ser constante.

2) La funcion

22 +5 si x>0,
1 st x =0,
T st x <0

es estrictamente creciente, ademds sus limites laterales en el punto a = 0
son

lim f(z) =0=sup{f(zx):x <0} vy xli?@f(:t)zSzinf{f(x):x>0}.

z—0~

El dltimo ejemplo ilustra la siguiente propiedad de las funciones mono-
tonas en intervalos:

Proposicion 7.3.3 Sea f : I — R una funcion definida sobre un intervalo
I de R y sea a un punto interior de I (un punto de un intervalo es un punto
interior si existe un entorno abierto de centro a completamente contenido en
el intervalo).

o Si f es decreciente en I, entonces lim f(x) =inf{f(z): v € [,z <a}

Yy linaf(:c):sup{f(a:):mEI,x>a},

o Si f es creciente en I, entonces lim f(x) = sup{f(z):z € I,x < a}
y lz’rrgrf(a:):inf{f(a:):xEI,x>a}.

La proposicion anterior implica el siguiente criterio de continuidad

Proposicion 7.3.4 (Criterio de continuidad) Sea f : I — R una fun-
cion definida sobre un intervalo I de R y sea a un punto interior de I.

e Si f es decreciente en I, entonces f es continua en a si y solo si

inf{f(x):xel,x <a}= f(a) =sup{f(z) 1z €l,x>a}l,

o Si f escreciente en I, entonces f es continua en a si y solo si sup{f(x) :
rel,x<a}=f(a)=inf{f(z):ze€l,x>al.
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Observacion 21 Si a es el extremo derecho [izquierdo] del intervalo I, el
criterio de continuidad se puede enunciar como sigue:

e Si [ es decreciente en I, entonces f es continua en a si y solo si

inf{f(z):xe€l,x<a}=f(a) [sup{f(z):x € l,x>a}= f(a)]

o Si f es creciente en I, entonces f es continua en a si y sdlo si sup{f(x) :

rel,z<a}=f(a) [inf{f(z):z€l,x>a}= f(a)l
Ejemplo 7.3.5 La funcion

—T st —1<x<1,
—x—1 s1 1<ax<2,

es estrictamente decreciente y mo es continua en el punto interior a = 1 del
intervalo I = [—1,2] ya que

inf{f(z):zxel,x <1} =—-1=f(1)# —-2=sup{f(z) :x €1,z > 1}.

Si f: I — R es una funcién continua estrictamente mono6tona (creciente o
decreciente) entonces la imagen del intervalo I es un intervalo f(I). Ademas
la funcion f es una funcion inyectiva, ya que para funciones estrictamente
mondétonas x # y — f(z) # f(y). Por tanto la funcion f : I — f(I) es una
funcion biyectiva y se puede definir su inversa f~!: f(I) — I que es también
biyectiva.

Teorema 7.3.6 Sea f: I — R una funcion definida sobre un intervalo I de
R continua y estrictamente decreciente [estrictamente creciente] en I. En-
tonces la funcion f~': f(I) — I es estrictamente decreciente [estrictamente
creciente] y continua.

Demostracion Si f es estrictamente decreciente, tenemos que verificar que
f~1 es estrictamente decreciente y continua.

1 es estrictamente decreciente: sean by y by dos elementos de f(I) tales
que by < by. Entonces existen dos puntos a; y as en I tales que f(a;) =b; <
by = f(as). Siendo f estrictamente decreciente tiene que ser f~1(b;) = a; >
as = f~1(by). Por tanto f~! es estrictamente decreciente.
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/! es continua: por reduccion al absurdo, sea b € f(I) un punto de dis-
continuidad de f~!. Siendo f~! decreciente, puede pasar so6lo una de las
siguientes circunstancias:

1) f74b) < inf{f'(y) :y € f(I),y < b} : en este caso un punto a
cualquiera en el intervalo (f~1(b),inf{f ' (y) : y € f(I),y < b}) C I no
podria tener imagen contenida en f(I) y ésto es imposible.

2) f7Hb) > sup{f~Hy) : y € f(I),y > b} : en este caso un punto a
cualquiera en el intervalo (sup{f~'(y) : v € f(I),y > b}, f~1(b)) C I no
podria tener imagen contenida en f(I) y ésto tampoco es posible.

Si f es estrictamente creciente la demostracion es similar. 0O

Acabamos este capitulo con un ejemplo que ilustra que una funcion f :
A — R continua y estrictamente monoétona sobre un conjunto A que no es
un intervalo puede tener una inversa discontinua.

Ejemplo 7.3.7 Sea
T si x€][0,1),
flz) = ‘
r—1 si x€]l23].
La funcion f es continua y estrictamente creciente en el conjunto
A=1[0,1)U[2,3] e Im(f) =10,2]. Sin embargo su inversa es la funcion
_ y si. y€[0,1),
[ y) = .
y+1 si yell,2]
que es discontinua en y = 1.



Capitulo 8
Derivacion

El concepto de derivada de una funcién en un punto es una de las aplicaciones
mas importantes de la teoria de los limites.

Antes de la introduccion del célculo diferencial (es decir, del estudio de las
derivadas de funciones) se podia estudiar el movimiento de un cuerpo sélo
si su velocidad era constante y se podia definir la pendiente de una curva
en un punto so6lo si la curva era una recta. El concepto de recta tangente
en un punto a una curva era conocido para una circunferencia (como recta
perpendicular al radio por ese punto) pero no para curvas méas generales.
En éste y en el siguiente capitulo vamos a estudiar las propiedades basicas
de las funciones diferenciables y algunas de las aplicaciones mas importantes
del calculo diferencial.

8.1 Recta tangente y definicién de derivada

Sea f una funcién real definida en un intervalo abierto I = (a,b) y sea ¢ un
punto de [.

Si ahora = es un punto de (a,b) distinto de ¢, a la variacién (incremento)
x — ¢ le corresponde una variacion (incremento) de los valores de la funcion
f(z) — f(c). Por ejemplo, en la figura (9.2) se puede observar la funcion
f(x) = 2* en un entorno del punto ¢ = 3. Si z = 5, entonces r —c =5—3 = 2
y f(z) — f(c) = 5 — 3* = 625 — 81 = 544. La pendiente de la recta secante

que pasa por los puntos (¢, f(¢)) = (3, f(3)) y (z, f(x)) = (5, f(5)) es igual a

m = L) 1 979

En general, si f es una funcion real definida en un intervalo abierto I = (a,b)

123
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Figura 8.1: Una secante a la gréifica de f(z) = z*.

y ¢,z son dos puntos de I, la pendiente de la recta secante a la grafica
de f en los puntos P = (¢, f(¢)) y Q = (x, f(x)) esta dada por la formula

m=TD =IO oo, (5.1)

Tr —cC

donde tg(apg) es la tangente del angulo apg formado por la recta PQ y el
eje de las z.

Ejemplos 8.1.1 1) Si la funcion f es una recta, por ejemplo f(x) = 3z —2,
entonces para todo c,x € R f(z) — f(c) =32 —2—-3c—2)=3(x—¢) y
m = % = 3 : la pendiente de toda secante a la grdfica de f es igual a
la pendiente de f, siendo toda secante igual a la grdfica de f.

2) Si un cuerpo se mueve con desplazamiento dado por la funcion del
tiempo (en minutos) s(t) = t%, entonces el cociente de incrementos m =
S(ti:i(c) = tzt:zz =t + ¢ representa su velocidad media durante el intervalo de
tiempo t — c. Para poder calcular la velocidad instantdnea del cuerpo en el
tiempo c hay que considerar valores de t arbitrariamente cercanos al valor c.
Grdficamente esto se corresponde a estudiar rectas secantes a la grdafica de s

en los puntos (¢, s(c)) y (t,s(t)) cuando t tiende a c.
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Figura 8.2: Una recta tangente a la grafica de f(x) = x%.

Si miramos a la figura (8.2), las rectas secantes a su grafica en puntos

(x, f(x)) tales que z tiende al valor 3 (por la derecha), se aproximan a la recta
que pasa por el punto (3, f(3)) y que tiene pendiente igual a mgri f(wiig(s).

Definiciéon 8.1.2 Sea f una funcion real definida en un intervalo abierto

I = (a,b) y sea ¢ un punto de I. Si existe m = lim W, la recta de

r—cC -

y(x) =m(z—c)+ f(c)

es la recta tangente a la grdfica de f en el punto (c, f(c)).

Ejemplos 8.1.3 1) Como es de esperar, la recta tangente a la grifica de la
funcion f(x) = 3x —2 en el punto (¢, f(c)) tiene ecuacion y(x) =3 (x —c) +
3c—2=3x—2.

2) La recta tangente a la grdfica de la funcion s(t) = t* en el punto
(¢, f(c)) tiene pendiente igual a m = lgm% = ltz’mt +c¢ = 2¢c Su
—C —C

ecuacion es y(t) = 2¢(t — ¢) + ¢ = 2ct — 2.

Definiciéon 8.1.4 Sea f una funcion real definida en un intervalo abierto

I = (a,b) y sea ¢ un punto de I. Si existe lim%_f(c) se dice que f es

r—C -
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derivable en el punto c y el valor f'(c) = lim L:f(c) es la derivada de

T—cC z

la funcion f en el punto c.

Si f es derivable en todo punto de un intervalo I = (a,b) entonces la funcion
definida en I que asocia a todo x € I el valor f'(z) es la funcion derivada
de f en I.

Notaciéon: para indicar la funcion derivada de f en un punto x se pueden
utilizar los simbolos

df
!/
— D .
r@. Y@ piw
Ejemplos 8.1.5 1) En relcion a los ejemplos 8.1.1, la funcion derivada de
f(z) = 3x — 2 es la funcidn constante f'(x) = 3. La derivada de la funcion
s(t) = t? es §'(t) = 2t y representa la velocidad instantdnea del cuerpo en el
tiempo t.

2) Sea f(x) = 2% y sea ¢ un mimero real. Entonces

_ 3_ .3
f'(c) = lim J) = 1) _ lim " = lima® + cx + & = 32
xT—C € —C r—c I — C T—C

La funcion derivada de f(x) es f'(x) = 3.

3) Toda funcidn constante es derivable en su dominio y su derivada es la
funcion constante igual a 0: f(x) =k € R= f'(x) =0.

Observacion 22 Se puede demostrar que, dada una funcion f(x) continua
en xy y derivable en todo x # xo, si existe el limite lim f'(x) entonces f(x)

Tr—XT0

es derivable en xo y f'(xo) = lim f'(x).
Es importante notar que si lim f'(x) no existe, la funcion f(x) puede ser
T—T(

deriwable en xo, como es el caso de la funcion

_ Jafsen(t) si o x#0,
f(x)_{o si w=0.

Definiciéon 8.1.6 Sea f(z) derivable en I = (a,b). Si su funcién derivada
f'(x) es también derivable en I, existe su funcion derivada, que es la derivada
sequnda (o de orden 2) de f(z) y se escribe como f*)(x). De esta forma, se
puede sequir derivando las funciones obtenidas a partir de f(x), hasta que se
llege a una funcion no derivable.

Una funcion f(x) se dice derivable de clase k, k € NU{0}, en I si es
continua en I y tiene derivadas continuas en I hasta el orden k.
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8.2 Propiedades basicas de la derivada

8.2.1 Continuidad y derivabilidad

Es natural preguntarse si todas las funciones continuas son derivables. Los
siguientes ejemplos contestan de forma negativa a nuestra pregunta.

Ejemplos 8.2.1 1) La funcion f(x) = |z| es continua pero no es derivable
en el punto a = 0. En efecto

R T

z—0t x —0 z—0- x —0

Grificamente, f(x) = |z| no es derivable en a = 0 ya que la grifica presenta
un "punto anguloso” en (0,0).
2) La funcion f(x) = /x es continua en R pero no es derivable en el
3
punto a = 0. En efecto lz’m+ é/i:(;m = lim \3/#;2 = 00.

z—0 z—0+
Grificamente, f(x) = /z no es derivable en a = 0 ya que la grifica presenta
una tangente vertical en (0,0).

Lo que es cierto es que toda funcion derivable en un punto (intervalo) es
también continua en ese punto (intervalo).

Teorema 8.2.2 Sean [ = (a,b) un intervalo y f : I — R una funcion
derivable en un punto ¢ € I. Entonces f es continua en c.

Demostracion Tenemos que verificar que lim f(x) = f(c) o, de forma

equivalente, que lim f(z) — f(c) = 0. Ya que f es derivable en c,

lim f(x) — f(c) = limM(x —c¢) = f'(¢)lim(x —¢) = 0.

Tr—c Tr—c xr — C Tr—c
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8.2.2 Derivadas de funciones elementales

Ya que la existencia de la derivada de una funcién en un punto coincide con
la existencia de un limite, es natural que las propiedades de las funciones
derivables (que son también funciones continuas) se sigan de las propiedades
de los limites.

Operaciones con funciones derivables
Sean f y g dos funciones derivables en un intervalo abierto I.

D1) (Propiedad de linealidad) Si r y s son dos nimeros reales, la funcion
(rf+sg)(z) =rf(z)+sg(x) es derivable en todoa € I 'y (r f +sg)'(a) =
rf'(a) +sg'(a).

D2) (Multiplicacion) La funcion (f g)(z) = f(z) g(z) es derivable en todo
acly(fg)(a)=f"(a)g(a)+ fla)g'(a).

D3) (Division) Si g(a) # 0 la funcion (%)(az) = % es derivable en todo
acly (é)/(a) _f (a)g(‘;)%(g)(a)g(a). . - N |
Para verificar las afirmaciones anteriores se utiliza la definicion de derivada.
Por ejemplo, la regla de la multiplicacion D2 se sigue de las igualdades

(f9)(x) = (fg)la) _ [flx)gx) = f(x)g(a) + f(z)g(a) — fla) g(a) _
r—a r—a
) me) | fE) = fa)

Tr —a Tr —a

Ejemplos 8.2.3 1) Sea f(z) = 2" conn € N y sea a € R. Verifiquemos por
induccion que f es derivable en a y que f'(a) =na" ! :

stn =1, entonces la funcion x es derivables en a y su derivada es la funcion
constante 1 = 1a°.

Sea la funcion z" derivable en a con derivada igual a na™'. Entonces la
funcion 2™ = 2" 2 es el producto de dos funciones derivables y, por la regla
de la multiplicacion D2, su derivada en a es igual a

(na" Na+a"1=(n+1)a™

De forma similar y aplicando la regla de la division D3, se puede verificar
que la funcion f(x) = ™ es derivable en a # 0 para todo n € Z.

2) Del ejemplo 1) y de la propiedad D1 se sigue que toda funcion poli-
nomial es deriwable en todo a € R. Por ejemplo, la funcion derivada de la
funcion f(z) =527 — 3z* + 2 — 3 es la funcion f'(z) = 352°% — 122° + 1.
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3) Toda funcion racional es derivable en su dominio. Por ejemplo, sea
flz) = % La funcion f'(x) estd definida en R\ {—1} y es igual a
6r(r+1)— (322 —1) 3a®+6x+1

fw) = (z+1)2 (z+1)2

Derivada de la funcién logaritmo: para todo z € (0,00), sea f(x) =
In(z) y sea a € (0,00). Entonces

_ 1 1 _
In(x) —In(a) _ ln(z): ln(m a—i—a):
T —a r—a a r—a a
T—a, _a ;1 1 T—a, a
— l 1 zfa,;:—l 1 r—a
Al(1+ T = a1+ )
Se sigue que
l _l ]_ - a
i ) ZIla) L T
r—a €T —a a r—a
1 T—a, _a 1
— Zin(lim (1 ) =~ S
—n(lim (1 + ——)==) = —In(e) = ~
Entonces
dln< )= 1
ax T x

Mas en general, siendo log.(z) = lz(x) (c>0,c#1),

dlog. (x) = 1
dx N

In(c)x’

8.2.3 Derivadas de funciones trigonométricas

Si verificamos que las funciones sen(z) y cos(x) son derivables en R y calcu-
lamos sus funciones derivadas, entonces podemos deducir en qué puntos son
derivables las demés funciones trigonomeétricas que se definen en términos de
sen(x) y cos(x).
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Derivadas de las funciones sen(x) y cos(x) : sea a € R, entonces

sen(x) — sen(a)  sen((r —a) +a) — sen(a)

B sen(x — a)cc:s(a) + cos(x — a)sen(a) — sen(a)

r—a
_ 1— _
_ sen(r — a) cos(a) — cos(x — a) sen(a).
r—a r—a

1—cos(z—a) __

sen(z—a)
—a z—a

=1ylim

Tr—a

Ahora, lim 0, por tanto
r—a

sen(x) — sen(a)

lim

r—a T —q COS(CE) Sen(a) COS(G,)

Hemos verificado que para todo x € R,

dsen
X) = cos(Xx).
= (x) = cos(x)
Utilizando un método similar al anterior se verifica que para todo x € R,
dcos
X) = —sen(x).
2% (x) = —sen(x)

Ejercicio 8.2.1 Verificar que para todo v € R\{z € R: x = S +km, k € Z},

dtg 2 1 2
™ (x) + tg*(x) cos? () sec”(x)
y que en sus dominios de definicion:
dcosec dsec
Tx (x) = —cosec(x)cotg(x), . (x) = sec(x)tg(x),
dcot
Z(;g(x) = —cosec?(x),
donde
cosec(x) = sen(x) (x e R\ {km: k €Z}),
1
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8.2.4 Regla de la cadena

La regla de la cadena permite calcular la derivada de la funcion compuesta
de dos funciones derivables.

Regla de la cadena: sean [ y J dos intervalos y sean f : I — R
y g : J — R dos funciones tales que f(I) C J. Sean a € Iy f(a) € J
dos puntos interiores tales que f es derivable en a y g es derivable en f(a).
Entonces la funcion g o f es derivable en a y

(9o f)(a) =g'(f(a)) f'(a).

Demostracion Observemos que si existe (g o f)'(a) = iﬁ W y

f es derivable en a y g es derivable en f(a), seria conveniente escribir:

9(f(@)) — 9(f(a) _ 9(f(2)) = 9(f(a)) f(2) — fla)

r—a f(x) = f(a) r—a

Calculando el limite cuando z tiende al punto a de la ecuacion anterior se
obtendria la regla de la cadena.

El tnico problema es que si f(x) = f(a), entonces no podemos utilizar este
método. Para solucionar el problema se recurre a una funciéon auxiliar defini-
da por

9W)=g(fla))
Glyy={ I Sy # fla),
g(fla)) si y=fla)
Siendo g derivable en f(a), la funcion G es continua en J y

9(f(x)) = 9(f(a)) = G(f(x)) (f(x) = f(a)).

Entonces, si x # a,

Tr—a r—a

Calculando el limite de esta tdltima expresion cuando z tiende al punto a se
obtiene que

(9o f)(a) =g'(f(a)) ['(a).
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Ejemplos 8.2.4 1) Sea f : I — R wuna funcion derivable en un intervalo
abierto 1. Si f(x) # 0 para todo x € I, entonces podemos definir en I la
funcion %(13) = ﬁ Para calcular su deriwada se puede utilizar la regla de

la division o también la regla de la cadena:

[ S
Por ejemplo, sea f(x) = ﬁ (para todo x € R). Entonces,
roN 1223
f(x) = e

2) Sea x € R\ {0}. Entonces

In(ja]) = {ln(z) si x>0,

In(—z) si x<O.

Aplicando la regla de la cadena se obtiene que

din % st x>0,
—(lz[) =7 o
dz _—x(—l) = s x<0.
Por tanto
B () = &
dx X = X

para todo x € R\ {0}.
3) Sea f(x) una funcion derivable en un intervalo abierto I.
flx) i f(x) 20,
—f(x) si f(z)<O.
La funcion | f(z)| es derivable en todo x tal que f(x) # 0 y

Af@) f
L = sgn(f (@) - ().

Se sigue que si x tal que f(x) # 0,
din _ sgn(f(x) f'(z) _ f'(z)
Ejercicios 8.2.1 1) Calcular la derivada de f(x) = In(|sen(3z? + 1)|), si

xQ#kﬂgl, ke Z.

2) Calcular la derivada de f(x) = sen(cos(tg(z))).

Entonces | f(z)| =
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8.3 Derivada de la funcién inversa

Teorema 8.3.1 (Derivada de la funcién inversa) Sea f : I — f(I) una
funcion continua y biyectiva en el intervalo abierto I. Si f es derivable en
un punto a € I y f'(a) # 0, entonces la funcion inversa [~ : f(I) — I es
derivable en el punto b= f(a) € f(I) y

Observacion 23 La dificultad de la demostracion del teorema (8.3.1) estd
en verificar que la funcion f~' es derivable, ya que la formula (f~1)'(b) =
ﬁ se sigue directamente al derivar por medio de la regla de la cadena la
composicion (f~ o f)(x) =z y calcular el resultado en a.

Si la funcion f del teorema (8.3.1) es derivable en un punto a € I pero
f'(a) = 0, la funcion inversa no es derivable en b = f(a). Por ejemplo, la
funcion f(z) = 2 es biyectiva y continua en (—1,1) y f/(0) = 0. Su funcion
inversa, f~1(y) = ¢y, no es derivable en 0 = f(0).

Ejemplos 8.3.2 1) Ya que la funcidon In(x) es biyectiva y continua en (0, 00),
la funcion inversa f(y) = €Y es derivable en (—o0,00) y siy = In(x),

deY 1

dy f(x)

=x=e.

2) Por el ejemplo 1), podemos ahora calcular las derivadas de las fun-
In(a®)

ciones exponenciales f(x) = a®, donde a > 0 : ya que a* = e = eolnla)
da* 1
_ xIn(a) X
— =e In(a) = a*In(a).
dx n(a) n(a)

3) Para calcular la derivada de la funcion f(x) =2* (a€ R yx >0), se
utiliza la técnica anterior: x® = ™)y

dx?
=e

aln(x) E a—1
dx x

= aXx

Ejercicios 8.3.1 1) Hallar las derivadas de las funciones f(x) = 2V® (x >
0)yg(zx) =9 (x e R\{Z +kr:keZ})
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2) Verificar que para las funciones trigonométricas inversas valen las si-
guientes formulas:

d 1 d 1
%(CLTCSGTL(Z[’)) = \/1—_73:2 %(CLT’CCOSGC(.T)) = _ﬁ
1 1
i(arccos(x)) = —— i(arcsec(x)) =
x V1— a2 dx zva? —1
d 1 d 1
@(arctg(:c)) = 2 %(arccotg(x)) =

Las formulas anteriores valen solo si x es un punto del dominio de la co-
rrespondiente funcion. (Utilizar la identidad: sen®(z) + cos®*(z) = 1.)

8.4 Derivacion implicita y logaritmica

8.4.1 Derivaciéon implicita y tasas de cambio
relacionadas

En todos los ejemplos vistos hemos calculado la derivada de una funcion, por
ejemplo de la funcion y(z) = i, definida en forma explicita en términos
de una variable z. En la préctica, es a menudo importante poder calcular la
derivada de una funcion y(x) sin la necesidad de conocer la expresion de y(x)
en términos de x : la ecuaciéon yx = 1 define implicitamente la variable
y como funciéon de z y en los siguiente ejemplos se ilustrara como se puede
hallar 3/ (x).

Ejemplo 8.4.1 Si 22 + y? = 25, para hallar Z—gyc
derivamos ambos lados de la ecuacion respecto de x:

d
2z + 2y—y =0 Y
dz
despejamos 3—3’(:
dy _ @
dx Y

Si ahora queremos calcular la ecuacion de la recta tangente a la circunferencia

2?2 +y? = 25 en el punto P = (3,4), sabemos que su pendiente es igual a

3—2(3) = —3. Se sigue que la ecuacion es y(z) = —3(x —3) +4 = -3z + 2.
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Para hallar la segunda derivada ‘;Z—i de y respecto de x, empleamos otra
z .

. L L. . 2 2 _ dy _
vez la derivacion implicita y las ecuaciones = +y* =25 y 3% = -3

d2y_ d<dy)_d( x)_—y—i—x%_

d2x  dr'dz’  dx Yy a y? a
B 1+x—x_ 1 2® oy 42 25

y o vy y oyl Y3 Y3

Poder derivar implicitamente una ecuacién dada en las variables = e y es
también importante cuando se trata de calcular tasas (ritmos) de cambio
relacionadas: z(t) e y(t) son dos funciones de una tercera variable t que
estan en relacion segin una ecuacion conocida y queremos estudiar como
varian sus valores respecto de una variacion de t.

Ejemplos 8.4.2 1) Se introduce aire en un globo de forma tal que su vo-
lumen cambia con una tasa de 100cm?/s. Determinar la tasa de cambio del
radio del globo cuando el diametro es igual a 50cm.

Sean r(t) y V(t) el radio y el volumen del globo en el instante t. Se sabe

que Cfi—‘; = 100cm?/s y se quiere calcular el valor de % cuando v = 25cm.

La relacion entre r(t) y V(t) estd dada por la ecuacion V = 3713, entonces
C;—‘t/ = %de—f = %71’ 37’2% = 47?7”2%.
despejando C(lz_; se obtiene que
b1 n
dt — Arr2dt  wr?
Por tanto, si r = 2bcm, ‘fl—; = % = 25%Tcm/s y el radio del globo

crece con una tasa de cambio igual a ﬁcm/s.

2) Un avion vuela por una trayectoria horizontal de altura 9Km, que le
llevard a la vertical de una estacion radar. Si la distancia s(t) entre el avion
y la estacion estd decreciendo a razén de 600Km/h cuando s(t) = 15km,
scudl es la velocidad del avion?

Sea x(t) la distancia entre la estacion de radar y el punto de proyeccion
de la posicion del avion sobre la superficie terrestre. Entonces

2 4 81 = §* Y
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la velocidad del avion estd dada por la funcion %.

De la ecuacion x* + 81 = s? se deduce que
dx ds dr  sds

922 _ 9% ar _ 54s
v iy yaue T T T

Cuando s = 15km, es & = —600km/h y

dx 15
== 600 = —750km/h.

8.4.2 Derivacion logaritmica

La derivacion logaritmica se emplea para simplificar el calculo de la derivada
de una funcion f(z) que tenga una expresion compleja: se trata de aplicar la
funcion logaritmo neperiano a la funcion |f(z)| (cuando f(z) # 0), derivar y

despejar f'(x).

:v§ V2
(“3“2)*5‘1 (x> 0).

Ejemplo 8.4.3 Derivar la funcion f(x) =

In(Fa) = (YL 3y %ln(xQ +1) = Bln(3e +2),

(3x + 2)° 4
In(f(x))  f'(x) 3 N 1 2z 5 3
dv  f(z) 4oz 22%2+1 3r+2’
f’(x)—x%\/x2+1(3+ x 15 )
 (Bx 42 dx 22+1 3z 427
Ejercicio 8.4.1 Derivar la funcion f(x) = % (x #0).

8.5 Teoremas fundamentales

En el proximo capitulo se estudiaran las principales aplicaciones del calculo
diferencial en una variable. En particular, para poder analizar la grafica
de una funcién serd importante poder determinar sus méaximos y minimos
locales.
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Figura 8.3: La grafica de f(z) = 3z* — 162% + 182

Extremos relativos (o locales): sea f : I — R una funcién definida sobre
un intervalo I. La funciéon f(z) tiene un maximo [minimo] local en a € 1
si existe un entorno abierto I(a,r) de a tal que
para todo = € I(a,r) NI, flx) < fla) [f(z)> f(a)].

La funcion f(x) = 32* — 1623 + 182% de la figura (8.3) definida en el

intervalo [—1,4] tiene un minimo local en el punto x = 0 y un minimo
absoluto en x = 3. Los puntos © = 1 y * = 4 son minimos locales y el
punto x = —1 es un maximo absoluto. Se puede observar que la derivada de

la funcion en los extremos relativos que son interiores al intervalo [—1,4] es
siempre igual a 0 y que los extremos del intervalo son extremos relativos (o
absolutos).

Una condicién necesaria para que un punto sea un extremo relativo esta
dada por el siguiente teorema.

Teorema 8.5.1 (de Fermat) Si f es una funcion continua en un intervalo
I y tiene un extremo relativo en un punto interior ¢ € I, entonces la derivada
de f en c o bien no eziste, o bien es igual a 0.

Los puntos interiores de I tales que la derivada de f o bien no existe, o
bien es igual a 0 se denominan puntos criticos.
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La condicién del teorema anterior es necesaria y no es suficiente, es
decir, un punto critico no tiene que ser un extremo relativo: la funcion f(z) =
23 tiene derivada igual a 0 en z = 0 sin que éste sea un extremo relativo.

Ejemplos 8.5.2 1) La funcién f(x) = |x| sobre el intervalo [—1,1] no es
deriwable en 0. El punto O es un minimo absoluto y los puntos —1 y 1 son
mdximos absolutos.

2) Sea f(z) = x5 (4 — z). La funcion f(z) no es derivable en el punto
=0y, six#0,

34— 2)— 5z 128
Flo)=Set gy gt =S i 1278,
D’ DT

. . - _ 3 . 3
sty s6lo st v = 5. Los puntos criticos son 0 y 5.

Entonces, para calcular los maximos y minimos absolutos de una
funcion f continua en un intervalo I = [a, b], hay que

e calcular los valores de f en los puntos criticos de (a,b),

e calcular f(a)y f(b)

e determinar el maximo y el minimo del conjunto de los valores anteriores.

Ejemplos 8.5.3 1) En el ejemplo (7.2.2) del capitulo 7, se pedia calcular
el minimo absoluto de la funcion continua A(z) = (z + 6)(22 + 8), siendo
x > 0.

12 12, 312 2 _ 3122 — 1872 1872
A,<x):3?+8+<x+6)(_3x2):3 4 8a® — 3120 — 1872 187

72 22
el tinico valor critico positivo de A(x) es x = /234 = 3v/26. Ya que este va-
lor pertenece al intervalo [13, 18], A(z) es continua y A(13) = A(18) = 608 >
604.7529368 ~ A(\/ﬂ), se sigue que x = /234 es un minimo absoluto de
A(x).

2) Sea f(z) = 2® — 32> + 1 en el intervalo [—3,4]. La funcion f es
derivable en este intervalo y f'(x) = 322 —6x =0 siz =0 0 si x = 2. Ahora,
f0)=1, f(2)=-3, f(—3) =% y f(4) =17. Por tanto x = 2 es un
minimo absoluto y x = 4 es un mdzimo absoluto de f(x).
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Figura 8.4: La grafica de f(z) = 2% — 62% + 8z + 2.

En la figura (8.4) esta representada la funcion f(z) = z® — 62% + 8z + 2,
que es continua en el intervalo [0,4] y derivable en (0,4). Se puede notar que
f(0) = f(4) = 2 y que existen dos puntos tales que la recta tangente a la
grafica en estos puntos es horizontal. Esta situacion ilustra el contenido del
siguiente teorema.

Teorema 8.5.4 (Teorema de Rolle) Sea f : [a,b] — R continua en [a,b]
y derivable en (a,b). Si f(a) = f(b) ezxiste al menos un punto ¢ € (a,b) tal
que f'(c) = 0.

Demostraciéon Siendo continua en [a,b], la funcion f tiene un valor ma-
ximo (absoluto) M y un valor minimo (absoluto) m en este intervalo. Ahora,
si f es constante, es M = m y f'(x) = 0 para todo = € [a,b]. Si f no es
constante, es M > m y no puede verificarse que f(a) = f(b) = m = M.
Por tanto existe un punto interior de [a,b] que es un maximo o un minimo
absoluto. O

Observacion 24 Si f no es continua en todo [a,b] es posible que las con-
clusiones del teorema anterior no se verifiquen. Por ejemplo la funcion

 O0<z <1
flz) = X SZ. N , es derivable en (0,1) pero no es continua en
2 s x=0,1

[0,1] y no existe ningin punto x € (0,1) tal que f'(x) =1 sea nula.
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0. ‘ ‘ 5 4
-2
4

-

Figura 8.5: La grafica de f(z) = 2% — 622 + 11z — 4.

En la figura (8.5) la gréafica representada es la grafica de la funcion f(z) =
23 — 62% + 11z — 4, que también es continua en [0,4] y derivable en (0,4).
Esta vez f(0) = —4 # 8 = f(4), sin embargo podemos notar que existe un
punto tal que la recta tangente a la grafica por él es paralela a la recta que
pasa por (0,—4) y (4,8), es decir existe una recta tangente a la grafica que
tiene pendiente igual a la variacion media de la funcion f(x) en el intervalo
[0, 4].

El siguiente teorema es una consecuencia inmediata del teorema de Rolle.

Teorema 8.5.5 (Teorema del valor medio de Lagrange) Sea f : [a,b] —
R continua en [a,b] y derivable en (a,b). Entonces existe al menos un punto
c € (a,b) tal que
f(b) — f(a)
/ p—
f (C) - b —a :

Demostracion La ecuacion de la recta por los puntos (a, f(a)) y (b, f(b))

o) =IO o) i)

y la funcion g(z) = f(x) —y(z) = f(z) — W(m —a) — f(a) representa

la diferencia entre los valores de f(x) y de y(z) en todo punto = € [a, b].
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La funcion g(z) es continua en |[a, b, derivable en (a,b) y tal que g(a) =
g(b) = 0. Por el teorema de Rolle se sigue que existe un punto ¢ € (a,b) tal

que ¢'(c¢) = 0, es decir, tal que 0 = ¢'(¢) = f'(c) — W Se sigue que
Flc) = f(bl):f(a). O

Ejercicios 8.5.1 1) Explicar por qué si un coche ha viajado una distancia
de 180km en dos horas, entonces su taquimetro tiene que haber indicado
90km/h al menos una vez.

2) Sea f(x) derivable en R, f(0) = —3, y para todo x € R, sea f'(z) <
5. Encontrar una cota superior para f(2).

El teorema del valor medio tiene la siguientes importantes consecuencias.

Corolario 8.5.6 Sea f una funcion derivable en el intervalo (a,b). Si f'(z) =
0 para todo = € (a,b), entonces f es constante en (a,b).

Corolario 8.5.7 Sean f y g dos funciones derivables en el intervalo (a,b).
Si f'(x) = ¢'(x) para todo x € (a,b), entonces f — g es constante en (a,b).

Ejercicios 8.5.2 1) Demostrar los dos corolarios anteriores.

2) Sea f(x) = m en R \ {0}. Verificar que para todo x € R\ {0}

f'(x) =0 pero f no es constante.
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Capitulo 9

Aplicaciones de la derivada

9.1 Analisis de graficas: criterio de la primera
derivada

En los puntos tales que una funcion f(x) es derivable, el estudio de f’'(z) nos
permite dar una descripcion de algunas caracteristicas de la gréafica de f(z),
en particular de su monotonia.

Teorema 9.1.1 (Criterio de monotonia) Sea f : (a,b) — R una funcion
derivable en (a,b). Entonces

1) f es creciente si y sdlo si f'(x) >0 para todo x € (a,b).

2) f es decreciente si y solo si f'(x) <0 para todo x € (a,b).

Demostracion Si f es creciente en (a, b), entonces para todo =,y € (a,b),

T <y = flz) < f(y).

Se sigue que
f@) = fy)
r—y
ya que el numerador y el denominador tienen el mismo signo.
Si, viceversa, f'(z) > 0 para todo = € (a,b), podemos verificar que f(x) es
creciente en (a,b) aplicando el teorema del valor medio: para todo z,y €
(a,b) tales que = < y, f(x) es continua en [z,y] y derivable en (x,y), por

tanto existe ¢ € (x,y) tal que w = f'(c) > 0. Se sigue que f(y) > f(z).

>0

— 9
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El caso f(z) decreciente se demuestra de forma similar. O

Corolario 9.1.2 (Test de la primera derivada) Sea f : [a,b] — R con-
tinua y sea ¢ € (a,b) un punto critico de f. Entonces

1) ¢ es un mdzximo local si el signo de f' cambia de positivo a negativo
en c.

2) ¢ es un minimo local si el signo de f' cambia de negativo a positivo
en c.

3) ¢ no es un extremo relativo si el signo de f' no cambia en c.

Observacion 25 Si f es derivable en (a,b) y f'(x) > 0 [f'(z) < 0] para
todo x € (a,b), entonces f es estrictamente creciente [estrictamente decre-
ciente/ en (a,b). La condicion f'(z) > 0 [f'(x) < 0] para todo x € (a,b)
es suficiente pero no es necesaria. Por ejemplo la funcion f(z) = z° es

estrictamente creciente en todo R y f'(0) = 0.

Ejemplos 9.1.3 1) Halla el rectingulo de drea mdzima que se puede
wmscribir en una semicircunferencia de radio r.

Para determinar las dimensiones de un rectingulo R inscrito es suficiente
determinar las coordenadas (x,y) de su vértice que estd sobre la circunfe-
rencia y en el primer cuadrante. La base del rectangulo serd igual a 2z y
su altura serd y. Por tanto su drea es A(x,y) = 2xy. Ya que 2* + y* = r?,
se sigue que y = \/r2 — a2 y que A(z,y) = A(x) = 2zv/r? — 22. La funcion
A(x) es continua en [0,r], A(0) =0, A(r) =0y

Al(z) =2V — 22 — 20(-22) _ 2(° —22%)

2/r2 — 12 B Vr? — g2
T

Se sigue que x = 75 €sun punto critico tal que A'(x) pasa de ser positiva a
2

ser negativa. Por tanto A(\/Li) =1° es el drea mdzima de R.
2) La funcion f(z) = 3z* — 162® + 1822 de la figura (8.8) del capitulo 8
es continua en [—1,4] y derivable en (—1,4). Su derivada es

f'(z) = 1223 — 482° + 362 = 122(2® — 4z + 3) = 122(z — 1)(x — 3).

Sus puntos criticos son 0,1 y 3. Estudiando el signo de f'(x) se puede ve-
rificar que 0 es un punto de minimo relativo, 1 es un mdzimo relativo, 3 es
un minimo absoluto. El extremo —1 del intervalo de definicion es un mdximo
absoluto.
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Ejercicio 9.1.1 Se transporta horizontalmente un tubo de acero a lo largo de
un pasillo de anchura 108cm. Perpendicular a este primer pasillo se encuentra
un segundo pasillo de anchura 72cm. ;Cudl es la longitud mdzima del tubo
que permite doblar a la derecha en el sequndo pasillo proviniendo del primero?
(Nota:en realidad este es un problema de minimo).

9.2 Regla de I’Hopital

Otra aplicacion del calculo diferencial es la regla de L’Hopital, que nos per-
mite calcular, en algunos casos, limites de funciones para los cudles no es
posible emplear las técnicas estudiadas hasta ahora. La regla de L’Hopital
es una consecuencia del siguiente resultado, que es una generalizacion del
teorema del valor medio.

Teorema 9.2.1 (Teorema del valor medio de Cauchy) Sean f,g :
[a,b] — R dos funciones continuas en [a,b] y derivables en (a,b). Si para
todo x € (a,b) es ¢'(x) # 0, entonces existe ¢ € (a,b) tal que

La demostracion del teorema anterior es una aplicaciéon no trivial del teorema
de Rolle. También del teorema de Rolle se sigue que si para todo = € (a,b)
es ¢'(z) # 0, no puede ser g(a) = g(b). Por tanto la expresion % tiene

sentido.

9.2.1 Formas indeterminadas % y =
o0

En el calculo del limite de una funciéon se pueden presentar formas in-
determinadas de varios tipos. La regla de L’Hopital se aplica a formas
indeterminada de tipo % y .

Una indeterminacién de tipo g se presenta cuando se quiere calcular
i@ﬁg %, donde f,g : A — R son dos funciones tales que a es un punto de

acumulacion de A y lim f(z) = lim g(x) = 0.
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Una indeterminacion de tipo % se presenta cuando se quiere calcular
lzm g(x), donde f,g : A — R son dos funciones tales que a es un punto de
acumulacién de A y lim f(z) = lim g(x) = c©.

r—a T—a

Estas definiciones se extienden también al calculo de limites laterales.

Ejemplos 9.2.2 1) Una indeterminacion de tipo % es, por ejemplo, el limite

I2—ZL‘

lim
e—1 32 —1°

En este caso se puede calcular su valor por medio de simplificaciones alge-

braicas:
” - ” x(z —1) 1
im—— = lim = -
z—1 g2 —1 z—1 (J} — 1)(1’ + 1) 2

sen(x) __ 1— cos(x)

=1y lim—=

z—0

Otras formas del tzpo S son lm*é = 0, que hemos

calculado geométricamente.
2) Una indeterminacion de tipo < es, por ejemplo, el limite

x?—1
m .
z—o0 202 + 1

También en este caso se puede calcular su valor por medio de simplificaciones
algebraicas:
22 —1 1-=% 1

l7 =1 = —.
o202 1 ame2+ L 2
in(x)

(e8]

3) Los limites lim * y lim 3; son formas del tipo 22.
r— 00

r—00

4) El limite i% Tl, es una forma del tipo 2 o

Teorema 9.2.3 (Regla de L’Hépital) Sea ¢ un punto del intervalo abierto
I ysean f,g: 1 — R dos funciones derivables en I\ {c}. Si ¢'(x) # 0 para
todo x € I\ {c} y si se cumple una de las dos siguientes condiciones:

i) limf(z)=0 y limg(z) =0

it) lim f(x) = o0 Y lim g(x) = +o0,

Tr—cC Tr—cC
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entonces ,
x x
lim —f( ) = lim f,( )
a—e g(xz)  a—e g'(x)
donde el iltimo limite tiene que ser finito o igual a +o0.
Ademas el teorema vale para limites laterales en ¢ o si ¢ = F00.

Y

Idea de la demostraciéon: la demostracion completa de la regla de
L’Hopital es bastante laboriosa. Aqui se desarollara la demostracion del caso
correspondiente a la condicion i) y ¢ finito o infinito.

Si ¢ es finito, sea L = lim g:g; (L es finito o infinito). Hay que verificar
— lim L@
que L = ffﬁl Ok

Las funciones

F(x):{f(x) si oz #ec, y G(x>:{g(x) si oz #e,

0 si x=c 0 si x=c

son continuas en el intervalo I y para todo x € I\ {c} se verifica que F'(x) =
F(x) v G'(z) = ¢'(a)

Si z > c¢ se sigue que F'y G son continuas en |[c, x|, derivables en (¢, x) y
G'(y) # 0 para todo y € (¢, z). Por el teorema del valor medio de Cauchy,
existe d € (¢, x) tal que

F'(d) _ F(a) - F(c) _ Fla)
G'(d) ~ Gla)~Gle)  Gla)

En la ultima fraccion, G(x) # 0 = G(c), por la observacion siguiente al
teorema del valor medio de Cauchy.
Si x tiende a c por la derecha, también d tendera a c por la derecha y

o f@ . F@) P ()

ot g(2) oot G(z)  doer Gd)  deer g(d)

donde la ultima identidad se verifica ya que lim g:ég = L.

Una segunda aplicacion del teorema del valor medio de Cauchy permite ve-

rificar que también [im % = L. Por tanto

Tr—cCc—

o £ _
izﬂ%g(x) =L
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Si ahora ¢ = oo, seat = % Entonces, aplicando la regla de L’Hopital para
el caso finito, se obtiene que

PR V1) WP V1) o Vi BN V15 BN )

e g(w) ot g(1/t) o g(I/O(1JB) ot g(1]1)  am g'(x)’

El caso ¢ = —o0 es similar. O

NOTA IMPORTANTE: antes de aplicar la regla de L'Hopital hace
falta verificar que todas las hipotesis se cumplan. Por ejemplo se podria

escribir
lim sen(r) . cos(x)

zor= 1 —cos(x)  a—n— sen(x)

obteniendo un resultado falso, ya que

i @) 0y
e—r— 1 —cos(z) 2

Es importante observar también que existen funciones f(x) y g(z) tales

que lim fgxg fg ; no existe. Por ejemplo, si condideramos las

r—a

.'E*)(l g
funciones f(z) ==z sen( )y g(z) = x con a = 0. (Verificar.)
Ejemplos 9.2.4 1) Los limites lzm y lzm Z son formas del tipo %2

f(z) =In(x) y g(x) =z son funcwnes derwables en (0,00) y ¢'(x) =1 para
todo x € (0,00). Aplicando la regla de L’Hépital se obtiene que

T T

Tr—00 i T—00 ]_

f(z) = e® y g(x) = 2 son funciones derivables en R y ¢'(x) = 2z # 0,
g"(x) = 2 # 0, para todo x € (0,00). Aplicando la regla de L’Hopital dos
veces se obtiene que

x T

I € er
lim — = lim — = lim — = oo.
T—00 1’2 x—00 20 z—00 2

2) El limite i@% T_l es una forma del tipo %.

f(z) =2"—1y g(x) = x son funciones derivables en R y ¢'(x) = 1 para todo
x € R. Aplicando la regla de L’Hopital se obtiene que
2r 1 271 (2)

iy iy = e
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8) Un ejemplo de un limite que es una forma indeterminada del tipo %

y para el cudl la aplicacion de la regla de L’Hopital no es de utilidad es el
siguiente:
e* + sen(x)

im ——————.
z—o0 €% + cos(x)

Las funciones f(x) = e* 4 sen(z) y €* 4 cos(x) son derivables en R y ¢'(z) =
e — sen(x) # 0 si x > 0. En este caso la aplicacion de la regla de L’Hopital
no simplifica el cdlculo del limite, que es igual a 1 (verificar).

9.2.2 Otras formas indeterminadas

La regla de L’Hopital se puede usar en otro tipo de indeterminaciones, ha-
ciendo las operaciones adecuadas que las convierten en una indeterminacion
de las recogidas en el enunciado del teorema (9.2.3).

Productos del tipo 0 - co.
Esto es, se trata de calcular lim f(z)g(x) y se tiene que lim f(x) = 0y

Tr—cC

lim g(x) = co(—00), con ¢ € R 0 ¢ = +00.

Para esto se usan las igualdades

 f@)
1/g(x)

g()
1/f(x)

f(@)g(x) o [flx)g(x) =

Ejemplos 9.2.5 1) lim e *In(x)
In(zx)

€£

Se puede escribir como lim y en esta expresion se puede aplicar la

r—00

regla de L’Hopital:

l 1
vim ™) i L
r—00 € z—o0 ret
. — ey (@) g 1z
2) mli% zln(z) = mlﬁ@ e — x@%ﬁ —1/7 =0

Indeterminaciones del tipo co — oo.
Se trata de calcular lim f(x)—lim g(x) cuando f(z) y g(x) son funciones que

tienden a infinito cuando z tiende a c. De nuevo hay que conseguir escribir
f(z) — g(x) como un cociente en las condiciones de la Regla de L’Hopital.
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Ejemplo 9.2.6

1
lim sec(x) —tg(x) = lim _ sen(@) =
o (m/2)~ a—(x/2)~ cos(x)  cos(x)
— m 1 — sen(z) — m cos(x) _0
e—(x/2)~  cos(x) e—(r/2)~ sen(x)

Indeterminaciones del tipo 0°, oc® y 1°°.
Se utilizan las igualdades

lim f(x)9® = L 9(@)in(f ()

xr—cC

Ejemplos 9.2.7 1) lim (1+ sen(4x))e®) =
z—0

e(zljrgl+ cotg(x)In(1+sen(4x))) _ e(zlgng o) _
( lim Acostda)cos®(a)
—e 0t 1+senz _ 64
% . in(x)
2) lim z°®) = e(zlirggr sen(z)In(z)) _ e(zljfgzr Tsent) _ 1

z—0t

3)
( lim xin(—In(z))
7 — L z—0t —
Il%( In(x))* =e=—o

=€ (a:—>0Jr ln(z)) = 60 =1.

9.3 Aproximacion de Taylor

En esta seccion abordamos la cuestion de cémo aproximar funciones por
funciones polinomiales. Esto es, dada una funciéon f y un punto xy en su
dominio encontrar un polinomio que sea una buena aproximacioén para la
funciéon f en un entorno de dicho punto. Veremos qué condiciones debe
cumplir la funcion f para que se pueda construir un polinomio adecuado en
dicho punto de manera que ademas podamos controlar el error que se comete.
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9.3.1 Polinomio de Taylor

Partimos de un ejemplo para ver cual deberia ser la definicion del polinomio
que presentamos en el parrafo anterior.

Ejemplo 9.3.1 Sea la funcion f(x) = sen(z) y el punto xy = 0. Para
aproximar la funcion con polinomios de distinto grado vamos imponiendo
condiciones.

Si el polinomio es de grado 0 entonces serd Py(x) = ag y como queremos
que aprozime el valor de la funcion f en 0, se tiene que:

ap = f(()) =0.

Si el polinomio es de grado 1 entonces serd Pi(x) = ag + a1z y para
determinar a; imponemos que el valor de la primera derivada de f en 0 sea
igual a la primera derivada de Py(x) en el mismo punto:

a; = f/(O) =1.

Si el polinomio es de grado 2 entonces serd Py(z) = ag + a1x + asx? y
para determinar as imponemos que el valor de la sequnda derivada de f en
0 sea igual a la seqgunda derivada de Py(x) en el mismo punto:

f"(0)

angzo.

Si el polinomio es de grado 3 entonces serd Py(x) = ag+ a1z + asx? + azx®
y para determinar az imponemos que el valor de la tercera derivada de f en

0 sea igual a la tercera derivada de Ps3(x) en el mismo punto.

_ 0 _ ~1
A TH

Y asi sucesivamente vamos aproximando el sen(x) por un polinomio para
el cual tenemos coincidencia con el valor de la funcion y sus derivadas en
xo = 0. En particular en grado 3 se tiene:

Con las ideas obtenidas del ejemplo podemos dar la definicién general:
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Definicion 9.3.2 Sea una funcion f y un punto xog donde existen las derivadas
de la funcion f hasta el orden n, con n un numero natural, entonces el poli-
nomio de Taylor de orden n de f en xq se define como:

(2 To )
P 20) = Flao) + £ (a0) (@ —0) + T (a— gt

f(n) (z0)

n!

(x—x0)".

9.3.2 Teorema de Taylor

Una vez que tenemos el polinomio de Taylor debemos estudiar la bondad de
la aproximacién de f por dicho polinomio. Este estudio lo da el siguiente
teorema.

Teorema 9.3.3 (Teorema de Taylor) Sea un nimero natural n, una fun-
cion f : [a,b] = R (a,b € R) y un punto o € I = [a,b] de modo que f,
f's o, f% sean funciones continuas en I y fOFY exista en (a,b). Entonces
para cada punto x de I existe ¢ entre xg y x de modo que:

£

(n n 1>! )n+1.

f(x) = Py(x;z0) + (x — xo

A la expresion R, (x; xo) = %

n en su forma de Lagrange.

(x —20)""! se le llama residuo de orden

Esquema de la demostracion:

Para cada punto x € I\ {z} definimos la funcion:
R, (z;20) = f(x) — Py(x;20).

La demostracion es similar a la demostracion del teorema del valor medio: se
construye un nueva funcion G a la que se puede aplicar el teorema de Rolle.

Sea entonces J = [zg, 2] (estamos suponiendo = > z( en caso contrario
hay que tomar el intervalo [z, zo]) y sea la funcion

G :[rg,z] = R
definida por la expresion

(x —t)" !
(x — @)t

G(t) = f(2) = [Pu(2;t) + Ra(2; 20)
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Entonces esta en las hipotesis del torema de Rolle ya que es continua en
[0, x], derivable en (xo,z) y

Gx) = f(x) = f(x) =0
G(xo) = f(x) — (Bulz;20) — Ru(;20)) = 0.

De este modo, por el teorema de Rolle, existe ¢ € (xg, ) tal que G'(c) = 0.
Es una verificacién comprobar que
f(n+1)(c)

0=G'(c) = —T(l‘ — )"+ (n+ 1) R, (3 x0)

(o= o)
(x — @)t

Y despejando en esta expresion se obtiene exactamente:

A )

Bz 20) = 035, )y

(x — o

Analicemos un ejemplo de aplicacién de este teorema. Se puede utilizar
para aproximar ntiimeros no racionales con la precisién que se necesite.

Ejemplo 9.3.4 Aprozimar el nimero e con un error menor que 107°.

Tomamos la funcion f(x) = e*. Sabemos que f(0) =1, f(1) = e y ademds
conocemos el valor de las distintas derivadas en el 0. Vamos a construir
entonces el polinomio de Taylor en el punto 0 con un orden n suficientemente
grande de modo que el error sea menor que 107°.

Tomamos por ejemplo el intervalo [—2,2] y como para cada k € N se
tiene que f*(0) = ¢ = 1 entonces el polinomio de Taylor de orden N en 0
es:

72 " .k
Por el teorema de Taylor existe ¢ € (0,1) tal que:
f(e) n e
Ra(1,0) = T oo
(n+1)! (n+1)!

Por tanto como c € (0,1) y, como queremos que el error sea menor que 1075,

entonces: .
e e 3 1

< < < .
n+1)!  (n+1)!  (n+1)! 1075
Y basta tomar n = 8. De este modo

11 1
e~ Fy(L0) =1+ 145+ o7+ gy = 271828,
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Ejercicios 9.3.1 1) Calcula el polinomio de Taylor de grado n de la funcion
In(x +1) en un entorno del punto xy = 0.

2) Aprozima el valor de /1,1 por medio del polinomio de Taylor de grado
3 de alguna funcion y estima el error cometido.

9.4 Aplicaciones del Teorema de Taylor

Estudiemos para finalizar este capitulo otras dos aplicaciones del teorema de
Taylor. La primera para distinguir si un punto critico es verdaderamente un
extremo relativo y la segunda para estudiar la concavidad y convexidad de
una funcion.

9.4.1 Derivadas de orden superior y extremos relativos

Tomemos una funcién f: I — R (I un intervalo abierto) y un punto zo €
de modo que:

i) £/, ", ..., f™ son funciones continuas en I.
i) f'(z0) = f"(wo) = .. = fO D (wo) = 0y f™)(wg) # 0.

Entonces por el teorema de Taylor existe c entre zo y x de modo que para
cada punto x € [ se tiene que:

f™(e)
n!

f(x) = Poi(w520) + Rpa(z;00) = f(20) +

(x — x0)".
Como nuesto problema es determinar el signo de f(x)— f(xg), de la igualdad

™ (¢
F@) = fleo) = 1D gy

n!

se sigue que el signo dependera de la paridad de n y del signo de la derivada
enésima en c.

Observacion 26 Ya que f™ es continua en zo y f™(z0) # 0 existe un
entorno de xq, digamos (xo — 0,29+ 9) (0 € RT) de modo que en todos esos
puntos el signo de la derivada enésima es igual (y por tanto igual al signo de

F (@o)).
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Esta sencilla observacion y las igualdades de los parrafos anteriores per-
miten concluir el siguiente criterio:

Condiciéon suficiente para extremos relativos. En las hipotesis anteri-
ores i) y ii).
Sin es pary f™(x) > 0 entonces z es un minimo relativo.

Sin es pary f™(xg) < 0 entonces 7o es un maximo relativo.
Si m es impar entonces zy no es un extremo relativo.

Ejemplos 9.4.1 1) f(z) = 2 es una funcion derivable todas las veces que
uno necesite en todo R. Tomamos el punto xg = 0 donde se tiene:

FO)=r1"0)=0 y [0)=6>0.

Como n = 3 es impar entonces el 0 no es un extremo relativo.
2) f(x) = a* — 42, En este caso

f(z) = 42° — 1227

de modo que el conjunto de puntos criticos es {0,3}. Como la derivada

sequnda es:
f"(z) = 122° — 24x

Entonces en el punto x = 3 se tiene f'(3) = 0 y f"(3) = 36 > 0 por tanto,
como n =2 es par, 3 es un minimo relativo.

Por otro lado f"(0) = 0 y &) (x) = 242 — 24 por lo que f®(0) = —24 < 0
de modo que x = 0 no es un extremo de la funcion.

Ejercicio 9.4.1 Hallar los extremos de f(z) = |22/(x + 1)|.

9.4.2 Funciones convexas y puntos de inflexién

La ultima aplicacion del teorema de Taylor que presentamos hace referencia
a la concavidad o convexidad de una funcién, esto es, a la posicion de la
grafica con respecto a sus rectas secantes o tangentes. Sobre los nombres
funcion concava 'y funcion convera no hay unicidad en las definiciones y a
veces se usan los nombres cambiados a como los vamos a presentar aqui.

Una funcién sera convexa (ver figura 9.1) en un intervalo si al tomar dos
puntos de dicho intervalo zo y x; el segmento de la recta secante a la grafica
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Figura 9.1: Funcion convexa

entre los puntos (xo, f(x¢)) v (x1, f(z1)) cae por encima de la grafica de la
funcion. Si parametrizamos adecuadamente los puntos de dicho segmento
podemos dar la definicién formal.

Definiciéon 9.4.2 Sea I un intervalo abierto, f : I — R se dice convexa en
I si para cada xo,x1 € I y para cada t € [0,1] se verifica que:

F((=t)zg +tzy) < (1 —1¢) f(20) +tf(21).

El teorema de Taylor permite dar un criterio para la convexidad de una
funcion analizando su segunda derivada. La idea es analizar cual es la posi-
cion de la recta tangente en una funcion convexa.

Test de convexidad. Sean I y f como en la definicion anterior tal que existe
f"(z) para cada x € I. Entonces f es convexa si y solamente si f”(x) > 0
para cada x en I.

Ejemplo 9.4.3 Estudiemos la convezidad de f(x) = x* — 423. La derivada
sequnda es:

f(z) = 12z(x — 2).

Y por tanto es positiva en el conjunto (—oo,0) U (2,4+00), donde la funcion
es convezxa, y negativa en el intervalo (0,2). Por tanto los puntos x = 0 y
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Figura 9.2: Grafica de f(z) = z* — 423

x = 2 son puntos donde el signo de la sequnda derivada cambia, que llamamos
puntos de inflexion.
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Capitulo 10

Integracion

En este capitulo se introduce la nociéon de integral de una funcién en un
intervalo, concepto que permite calcular el drea encerrada por la grafica de
la funcion y el eje de abscisas entre dos valores reales. La definicion que
se presentara es la de integral de Riemann, estableciéndose ciertos teoremas
fundamentales, entre ellos el Teorema Fundamental del Célculo Integral, que
relaciona el concepto de integral con el de derivada.

A continuacion se presentan las técnicas de integracion clasicas y final-
mente se introducen las integrales impropias, que aparecen como limite de
integrales de Riemann.

Las aplicaciones de la teoria de la integracion al calculo de areas y volumenes
seran desarroladas durante la préactica de laboratorio con Maple V sobre la
teoria de la integracion.

El alumno estudiara técnicas de integracion numérica durante la asig-
natura de Célculo.

10.1 Integral de Riemann

La integral de Riemann recoge la idea intuitiva de aproximar el area que
encierra la grafica de una funcion y el eje de abscisas entre dos valores reales
por medio de rectangulos cuyas bases se van haciendo cada vez més pequenas
(ver Practica 5 y figuras (10.1) y (10.2)).

159
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0.6
0.4

0.2

Figura 10.1: Sumas inferiores

10.1.1 Sumas superiores e inferiores

Para aproximar el valor del area encerrada por una cierta funciéon acotada
f :[a,b] — Ry el eje de abscisas entre a y b, podemos primero dividir el
intervalo [a,b] en subintervalos y construir ciertos rectangulos cuyas bases
son dichos subintervalos y las alturas estéan relacionadas con los valores de la
f en cada subintervalo. La suma de las areas de dichos rectangulos nos dara
una aproximacion para dicha Area.

Definiciéon 10.1.1 Sea I = [a,b] C R un intervalo. Se define una particion
P = {xg,z1,....,x,} de I como un conjunto de puntos ordenados ro < x1 <
o < Ty tal que xo =a y x, = b.

Al conjunto de todas las particiones de I lo denotaremos P(I).

Ejemplo 10.1.2 FEI conjunto P = {0,1/4,1/2,3/4,1} es una particion del
intervalo [0,1] y descompone dicho intervalo en unién de 4 subintervalos de
longitud 1/4:

[0,1] = [0,1/4] U [1/4,1/2] U [1/2,3/4] U [3/4, 1].

A partir de una particion se tienen distintas formas de definir familias
de rectangulos cuya &area total aproxima el &drea de la region R de la que
queremos calcular su area.

Sean en cada subintervalo [z;_1,xx] (k= 1,..,n) los siguientes nimeros:
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/

0.6 7

0.41

0.2

0" "o 04 x 06 08 1

Figura 10.2: Sumas superiores

my = inf{f(z):z € [vy_1,zx]}
My, = sup{f(x): x € [xp_1, x|}
Con estos niimeros considerados como alturas de los rectangulos podemos

definir dos aproximaciones al area de R asociadas a la particion.

Definicién 10.1.3 Con las notaciones de los pdrrafos anteriores se define
la suma inferior de f asociada a la particion P del intervalo I como:

L(P, f) = Zi_ym(zn — Tx-1)-

Y la suma superior de f asociada a P como:

U(P, f) = Ezlek(a:k - .CEk,l).

Ejemplo 10.1.4 Sea f : [0,1] — R la funcion f(x) = 2 y la particion
P ={0,1/4,1/2,3/4,1} entonces (ver figuras (10.1) y (10.2)):

L(P, ) = 10+ (/4 + (1/2 + (3/4)?)

1

U(P, 1) = Z((1/4)° + (1/2) + (3/47 + 1),
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Es claro que las sumas superiores son aproximaciones por exceso del area
de R y las inferiores por defecto. Para ir haciendo aproximaciones cada vez
mas precisas se trata de ir subdividiendo las particiones que se toman, lo que
formalmente queda definido en el siguiente parrafo.

Definicion 10.1.5 Sean @ y P particiones de un intervalo I = [a,b]. Se
dice que () es un refinamiento de P si P C ().

Ejemplo 10.1.6 Sea P = {0,1/4,1/2,3/4,1} una particion de [0,1] en-
tonces Q@ ={0,1/4,1/2,3/4,7/8,1} es un refinamientos de P.

Proposicion 10.1.7 Sea f : [a,b] — R acotada y sean P y Q) dos particiones
de [a,b] tales que Q es un refinamiento de P entonces:

i) L(P, f) <U(P, f);
i) L(P, ) < L(Q, f) U(Q, f) SU(P, f).

La siguiente observacién es una consecuencia de que toda particion de
un intervalo [a,b] es un refinamiento de la particion {a,b} y de la anterior
proposicion.

Observacion 27 El conjunto L = {L(P, f) : P € P([a,b])} estd acotado
superiormente.
El conjunto U = {U(P, f) : P € P([a,b])} estd acotado inferiormente.
Por tanto es una consecuencia del axioma del supremo que el conjunto
L tiene supremo, que denotaremos L, y el conjunto M tiene infimo, que
denotaremos U.

Esto permitira definir el concepto de integrabilidad de Riemann y el con-
cepto de integral de Riemann.

10.1.2 Criterio de integrabilidad de Riemann

Definicion 10.1.8 Con las notaciones anteriores, sea f : [a,b] — R una
funcion acotada. Se dice que f es integrable (Riemanmn-integrable) en
la,b] si L = M y a dicho valor comin se le llama tntegral de f de a a by
se le denota:

M—1- /abf(x)dx.
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Observacion 28 Por definicion,

/aaf(x)da: —0 /abf(yc)dw _ /baf(a:)dx.

Ejemplos 10.1.9 1) Una funcién constante f : [a,b] — R definida por
f(z) = ¢ (c € R) es siempre integrable ya que para toda particion P se
tiene que:

L(P,f)=U(P, f)=c(b—a).

Y dicho valor es por tanto el valor de la integral.
2) La funcion de Dirichlet en [0,1] definida como f(z) =1 siz € Q y
f(z) =0 en caso contrario verifica que para cada particion P:

L(P,f)=0 UP f)=1
y por tanto no es integrable.

La definicion de integral es un concepto que involucra a las sumas su-
periores e inferiores obtenidas a partir de cualquier particiéon del intervalo
en cuestion. La siguiente proposiciéon permite restringirnos a unas ciertas
particiones concretas, simplificando la definicién.

Proposicién 10.1.10 (Criterio de integrabilidad de Riemann) Sea f :
[a,b] — R acotada. Para cadan € N sea P, la particién uniforme de [a, b]
de longitud n, es decir:

b—a b—a

P,={a,a+ a4+ 2 , . b}

Entonces f es integrable si y solamente si:

lim L(P,, f) = lim U(P,, f).

Tr—00 Tr—00

Y dicho limite comin es el valor de la integral.

Ejemplo 10.1.11 Sea la funcion f(x) = x? en el intervalo [0,1] y la parti-
cion uniforme de longitud n € N

P, ={0,1/n,2/n,...,1}
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entonces se sigue que:

0

LB )= FCo + ) ")

)=t f( ) =

(n—1)n2n—1)
6n? '

I S

= E(12+22+...+(n—1)2) =

Que converge a 1/3 cuando n tiende a infinito.
De manera similar se tiene que

1.1 2.1 1
U(me):f(5)5+f(ﬁ)ﬁ+"'+f(1)ﬁ:
1 +1)(2n+1
25(12+22+...+n2):”(" 6)71(3” )

Que también converge a 1/3 cuando n tiende a infinito.

Por tanto:
! 1
/ 22dr = —.
0 3

10.1.3 Area como limite de una suma

Veamos otra manera de definir la integral que nos permite simplificar el
calculo de la misma: para determinar los rectangulos que se usardn para
aproximar el area se utilizan algunos valores de f sin necesidad de calcular
los nimeros My y my.

Definicién 10.1.12 Sea f : [a,b] — R y P = {xg,x1, ...z} una particion
de |a,b]. Sea ahora un conjunto de n puntos (cy,...,¢c,) de modo que cj €
[zk—1,xk] para todo k € {1,...n}. Entonces se define la suma de Riemann
correspondiente a f, P y la eleccion de los ¢ como:

S(P, f) = X5 fer)(n — Tp1)-

Cabe observar que la suma de Riemann representa la suma de las areas
de los rectangulos de base la definida por la particion y de altura la imagen
por f de los ¢;. De modo que como por definicion:

my < flex) < M,

entonce se tiene:

L(P, f) < S(P,f) SU(P, [).
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Observacion 29 En general las sumas inferiores y superiores no son sumas
de Riemann ya que el supremo y el infimo de una funcion no son necesari-
amente un valor mdzrimo y un valor minimo de la misma. Sea por ejemplo
una funcion f definida como f(x) = x si x € [0,1), como f(1) =5 y como
f(z) = (x—1)2+2 six € (1,2]. Para esta funcion el inf{f(z):x € [1,2]} =
1 no es un valor minimo.

Teorema 10.1.13 (Integral como limite de sumas de Riemann) Sea
f :la,b] — R una funcién acotada y sea P, una particion uniforme de [a,b].
En estas condiciones f es integrable si y solamente si existe lim S(P,, f) y

r—00

es independiente de la eleccion de los puntos cq, ..., Cy.

Ejemplo 10.1.14 Sea la funcion f(x) = 2* en el intervalo [0,1]. Conside-
ramos la particion P, = {0,1/n,2/n,...,1}. Tomamos los puntos medios de
los subintervalos que define la particion:

1 3 2n — 1
(1,05 sCp) = (=—, —, .o,

).

2n’ 2n 2n
La correspondiente suma de Riemann es:
1 k-1 k.1
S(P,, f) =2 _1f(z=(——+—))— =
(Purf) = S f (G )

1 2k -1 1
n kilf( ) 4”3(

2n
_ nn+1)2n+1) nn+1) 1

457 k2 =AYk 4+ 2R 1) =

6n3 2n3 4n?’
De modo que al calcular el limite
2nd+... 1 !
lim S(P,, f) = lim i / ridx.
0

T—00 T—00 677,3 3

10.2 Propiedades basicas de la integral

En esta seccion se presentardn algunas propiedades basicas de la integral,
cuya validez es consecuencia de la definicion de integral como limite de sumas
de Riemann.
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10.2.1 Funciones integrables sobre un intervalo [a, 0]

Una vez definido el concepto de integral, ademés de varias maneras equiva-
lentes, el objetivo de esta seccion es presentar algunas funciones integrables.
El siguiente teorema afirma que las funciones mono6tonas y las funciones con-
tinuas en un intervalo [a, b] (en ambos casos funciones acotadas) son funciones
integrables.

Teorema 10.2.1 i) Toda funcién f : [a,b] — R mondtona es integrable en
el intervalo [a,b).
i) Toda funcion f : [a,b] — R continua es integrable en el intervalo [a, b].

Idea de la demostracion.
i) Sea P, una particion uniforme de [a,b]. Si f es creciente (un razon-
amiento analogo servira si f es decreciente) entonces:

b—a b—a

U(Pn, ) = L(Py, f) = X Mi( ) — Xy

) =

DO () — flapa)) = =

De esta manera se tiene que

(f(b) = f(a)).

Lo que demuestra que es integrable.

ii) Si f es continua entonces la funcion alcanza el méaximo y el minimo
en cada subintervalo de modo que para todo k € {1,...,n} existen ¢, d; €
[z)_1, 1] tales que:

My = maz{f(z) : x € [zp_1, 2]} = flcr)

my = min{ f(z) : x € [zp_1, x]} = f(d).
De este modo U(P,, f) es la suma de Riemann asociada a los puntos c1, ..., ¢,
y lo mismo para L(FP,, f) con los puntos di, ..., d,. Por tanto

U(Pa, £) = LBy, £) = "S5, (f () - (@)

Y asi si n tiende a infinito, como max{ f(cx) — f(dx)} tiende a 0, se tiene que

Lo que demuestra que es integrable.
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Ejemplo 10.2.2 Sea f(x) = V4 — 22 en [-2,2]. Como f es continua en
dicho intervalo entonces es integrable. Como se trata del drea encerrada por
una semicircunferencia de centro en el origen y radio 2 se tiene:

2
/ V4 — x2dx = 2.
—2

10.2.2 Integrales y operaciones con funciones

Sean f, g : [a,b] — R dos funciones integrables. Entonces,
I1)(Propiedad de linealidad) Para cada c¢,d € R se tiene que

b

/ab(Cf(a:) +dg(z))dx = c/abf(a:)da: + d/a g(z)dz.

12)(Propiedad de monotonia) Si f(z) < g(x) para todo punto z €
[a, b] entonces
b b
/ @)z < / o(2)da.

13)(Propiedad de acotacion) Sim, M son respectivamente cota inferior
y superior de f entonces

b
m(b—a)g/ f(z)dr < M(b—a).

En particular la integral de una funcién positiva es positiva.

I4)(Propiedad de aditividad respecto del intervalo) Sea ¢ € (a,b).
La funcion f es integrable en [a,b] si y solamente si lo es en [a,c] v [c,b] ¥

ademas:
/abf(:c)da: _ /acf(x)der /cbf(:c)d:c.

Ya que por definicion [ f(z)dz =0y ff f(x)dz = — [ f(x)dz, la propiedad
de aditividad vale para todo «, 3, v € [a, b], es decir,

/jf(m)d:v:/:f(:v)dan[Yﬂf(x)dx.
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Ejemplo 10.2.3 Sea la funcion f:[0,5] — R definida por f(z) = |2z — 3|.
Entonces la funcion se puede definir como f(x) = 20 —3 si x > 3/2 y
f(z) = =22+ 3 si x < 3/2. Entonces por la propiedad de aditividad:

/05 flx)dr = /03/2(_2;,5 +3)dx + /35 (22 — 3)dz =

/2

3/2 3/2 5 5
:—2/ xdqj—l—?)/ da,’—i—Q/ xdx—?)/ dz.
0 0 3/2 3/2

Y finalmente usando las formula del drea de un trapecio y de un rectingulo
se determina el valor de la integral.

I5)(Composicion de funciones) Sean f : [a,b] = Ry g: [¢,d] — R dos
funciones tales que f([a,b]) C [c,d] (para que tenga sentido la composicion).
Si f es integrable y g es continua entonces la composicion go f es integrable
en [a, b].

16)(Valor absoluto) En particular, como el valor absoluto es una funcion
continua, entonces si f : [a,b] — R es integrable también lo es |f| y

|/abf(x)dx| < /ab F(2)|dz.

I7)(Potencias enteras positivas) Sean € N, como la funcion g(x) = z"
es continua, entonces, usando I5 se tiene que si f : [a,b] — R es integrable
entonces f"(z) es integrable.

I8)(Propiedad del producto) Si f,g : [a,b] — R son funciones inte-
grables entonces, como el producto fg se puede escribir como

(f+9)?—f—¢
2 9

fg=

de las propiedades anteriores se deduce que fg es integrable en [a, b].

19)(Potencias enteras negativas) Si f : [a,b] — R es integrable y ¢ una
constante positiva de modo que f(z) > ¢ > 0 para todo x € [a, b] entonces
la funcion 1/f es integrable en [a,b] ya que es la composicion de f con la
funcion continua 1/x.
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Ejemplos 10.2.4 1) La funcion f(z) = gy
ser In(z? 4+ 2) > In(2) > 0 para todo = € [0, 3].

2) Como f(x) =/t es una funcion mondtona creciente en [1,4] entonces
en dicho intervalo 1 < \/z < 2 de modo que

es integrable en [0,3] por

4
3§/ Vadr < 6.
1

3) Como en el intervalo [4,6] se verifica que % < 8_% (ya que dicha

desigualdad es equivalente a 8 — x < x) entonces se tiene que

61 61
/—dxg/ dx.
4 T 4 88—

10.3 Teoremas fundamentales

Presentamos en esta seccién algunos teoremas béasicos referidos al calculo
integral, en especial el Teorema Fundamental en que se relaciona el célculo
de integrales con el concepto de derivada.

10.3.1 Teorema del valor medio para integrales

El primer teorema es una aplicacion del teorema del valor intermedio de
funciones continuas.

Teorema 10.3.1 (Teorema integral del valor medio) Sean f,g : [a,b] —
R dos funciones que verifican:

i) f es continua en |a,b|;
ii) g es integrable en |a,b] y g(x) > 0 para todo = de |a,b).

Entonces eziste ¢ € (a,b) tal que:

jﬁbfxzﬂg<x>dx:= f(C)ijg(w)dx-

Observacion 30 FEn el caso particular en que g es la funcion constante 1 el
teorema se lee como que existe un punto ¢ € (a,b) de modo que

b
| #ayin = 00~ o)
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Es decir, que si la funcion [ es positiva, eziste ¢ € (a,b) de modo que el
drea determinada por la grifica de f y el eje de abscisas en |a,b] es el drea
del rectdngulo de base b — a y altura f(c).

Ejemplo 10.3.2 Sea la funcion F' definida como:

x2+1 )
F(z) = / e "dt.

2

Para calcular el limite de esta funcion cuando x tiende a infinito usamos el
teorema del valor medio para integrales, en la version senalada en la obser-
vacion, entonces existe ¢ € (2%, 12 + 1) de modo que:

lim F(z) = lim e = 0.

T— 00 C—00

10.3.2 Teorema fundamental del calculo

El siguiente teorema establece una relacion fundamental entre la teoria de
la integracion y la teoria de la derivacion, permitiendo el calculo de muchas
integrales.

Teorema 10.3.3 (Teorema fundamental del calculo integral) Sean
f, F : [a,b] — R dos funciones continuas en [a,b]. Los siguientes enunci-
ados son equivalentes:

1) F es derivable en (a,b) y para cada x € (a,b) F'(x) = f(z).

2) F(z) — F(a) = [ f(t)dt para cada x € [a,b].  (Regla de Barrow)

Definiciéon 10.3.4 Una funcion F(x) es una funcidn primitiva de f(x) si
F'(x) = f(x) para todo punto x en el dominio de f.

Y dada una funcion f se llama integral indefinida de f al conjunto de
todas sus funciones primitivas y se escribe (ver Corolario (8.5.7))

/f(a:)dx =F(x)+C
donde C es cualquier nimero real y F(x) es una primitiva cualquiera de f.

Entonces el Teorema Fundamental del Célculo Integral (TFCI) implica
que si F'(z) es una primitiva de f(x) entonces para cada x € [a, b]:

F(z) — F(a) = / " Fdt.
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Ejemplos 10.3.5 1) Si f(x) = a € R es una funcion constante, entonces
F(z) = ax es una primitiva y de este modo

5
/adx:ax—i-C' /ada::5a.
0

2) Si f(x) =a" conr € R\ {—1} entonces F(z) = f:ll es una primitiva:

. 2t 2 . or+1
z'dr = +1+C’ x"dr = 1 (r > 0).
r 0 r

5
/exd$:61‘+0 /ezdx:e5—1.
0

a® 2 a? 1
Ydr = Ydr = — .
/a * In(a) +C /0 @ In(a) In(a)

3)

4)
/cos(z)dz = sen(x) +C /sen(x) = —cos(z) + C.

5) Utilizando los resultados de los ejercicios 8.2.1 y 8.3.1 se obtiene por
ejemplo que:

1
/ 52 dr = arctg(z) + C /sec(x)tg(x)da: = sec(z) + C.

El TFCI es una consecuencia del siguiente teorema, en el cual la hipotesis
sobre f es solo la integrabilidad.

Teorema 10.3.6 Sea f : [a,b] — R integrable y sea F la funcion definida
para cada x € [a,b] como

Flz) = / " rt.

En estas condiciones se tiene que:

1) F es continua en |a, b].
2) Si f es continua en ¢ € (a,b) se verifica que F es derivable en ¢ y

F'(c) = f(o).
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En las aplicaciones resulta ttil es siguiente corolario que es una conse-
cuencia del TFCI y de la regla de la cadena.

Corolario 10.3.7 Sea f : [a,b] — R una funcion continua y sean g y h dos
funciones derivables en un punto xo tal que g(xo), h(zo) € (a,b). Entonces
la funcion
9(z)
F(z) = f(t)dt
h(z)

es derivable en xy y dicha derivada es

F'(z0) = f(9(x0))g (w0) — f(h(z0))H (20)-
Ejemplos 10.3.8 1) Sea f : [0,1] — R wuna funcion integrable. Sea la
sucesion {a, fnen definida por

1/n

ap = f(t)dt.
0

Como la funcion F(x) = [ f(t)dt es continua y la sucesion {+}nen converge
a 0, entonces la sucesion {a,}nen converge a F(0) = foo f(t)dt = 0.
2) Calculamos la derivada de la funcion

sen(x)

F(z) = / tsen?(t)dt.

-1
Como f(t) = tsen®(t) es una funcion continua en toda la recta real, entonces,
aplicando el teorema anterior:

F'(z) = sen(x)sen’(sen(z))cos(x).

3) Calculamos la derivada de la funcidn

In(x?+1)
F(z) = / t2cos(3t — 1)dt.

2
Como f(t) = t?cos(3t — 1) es una funcion continua en toda la recta real,

entonces, aplicando el corolario anterior:

2x
2 +1

F'(z) = (In(2*+1))*cos(3In(z*+1)—1) —(—2?)*cos(3(—2?)—1)(—22) =

— (In(2? + 1)) 2cos(3In(z? + 1) — 1)—2"

OS] + 22°cos(3z* + 1).



10.4. TECNICAS BASICAS DE INTEGRACION 173

10.4 Técnicas basicas de integracion

En esta seccion repasaremos algunas técnicas basicas de integracion, sin pre-
tension de ser exhaustivos, s6lo mostrando técnicas esenciales que se deducen
de los teoremas anteriores.

10.4.1 Integracién por partes

La técnica de integracion por partes se corresponde con la regla de derivacion
de un producto:

(f9) = fg+ fqg"

Proposicién 10.4.1 (Integracion por partes) Sean f,g : [a,b] — R dos
funciones derivables en (a,b) con derivada continua. En estas condiciones:

b b
/ f'(@)g(x)dz = f(b)g(b) — f(a)g(a) —/ f(2)g (z)dx

Ejemplos 10.4.2 1) f13 22In(z)dx.
Tomamos g(x) = In(x) y f'(x) = 22, entonces f(x) = 23/3. De este
modo usando integracion por partes se tzene:

/13 22In(x)dr = / ——da: =

9ln(3) — /1 ©dr = 9in(3) - %(9 - %).

2) f:ce””dx—xe”"—fe””dx—xe —e*+C.

3) fol arcsen(x)dx = arcsen(1) — fo dr =
7r s
VI VI-02=" 1,
5tV v >

4)

/:L‘Zsen(x)dm = —x2cos( /Zx —cos( = —:v%os(x)—kQ/xcos(x)dx =

= —z%cos(z) + 2(zsen(x /sen (2 — 2®)cos(z) + 2zsen(x) + C.
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Ejercicios 10.4.1 1) Verifica las siguientes igualdades:
a) [ e*sen(z)dx = {[e"sen(x) — e"cos(z)| + C,
b) [(2* — 3z + 2)edx = (2* — b + 7)e* + C,
¢) [8xarctan(x)dr = (2z* — 2)arctan(z) — 22° + 2z + C.
2) Encuentra una formula de recurrencia para la siguiente primitiva:

Ln:/(l—x2)”d:c (neN,n>2).

10.4.2 Integracién por cambio de variable

La técnica de integracion por cambio de variable se corresponde con la regla
de la cadena, para derivar la composicion de dos funciones.

Proposiciéon 10.4.3 (Integracion por cambio de variable) Sea f : [a,b] —
R derivable con derivada continua en [a,b] y g : [¢,d] — R continua de modo
que f(la,b]) C [e,d]. Entonces sit = f(x) se tiene que:

b 1)
[ srenr@ar= [ g
e !

(a)

Ejemplos 10.4.4 1) f02 zieos(z* + 2)dz.
Hacemos el cambio de variable t = x*+2. Entonces la integral se convierte

en:
1

Z/2 cos(t)dt = i(sen(lS) — sen(2)).

2) [V1+ a2z’da.
Hacemos el cambio de variable t = 1+ x%. Entonces la integral inicial se
transforma en:

1 1
5/\/E(ﬁ — 2t +1)dt = 5(/t5/2dt—2/t3/2dt+/t1/2dt) =

Y deshaciendo el cambio de variable se obtiene:

1 2 1
?(1 + ZL’2)7/2 o g(l + $2)5/2 + 5(1 + 12)3/2 + C.



10.4. TECNICAS BASICAS DE INTEGRACION 175

3) [ sen®(3x)cos(3z)dx.
Hacemos el cambio t = sen(3z) de modo que entonces la integral es:
t2 t3 sen?(3x)

“dt=—+C =

C.
3 9 9 T

1
4) fo (9713x)2dx'
Hacemos el cambio t =9 — 6x y entonces:

1 (Padt 1 [*—dt

6J, 2 6J,

1 1

18 54

Observacion 31 Para n,m € N, sea

[= / sen™(z)cos™(x)dz.

El calculo de este tipo de integral depente de la paridad de n y m :
Caso m impar: se utiliza el cambio de variable t = cos(x).
Caso n impar: se utiliza el cambio de variable t = sen(x).
Caso m y n pares: se utilizan las formulas

1+ cos(2x)

1 —cos(2x)
2 ’ .

cos? () sen’(z) = 5

Sea ahora

I = /R(sen(x),cos(x))dx,

donde R(sen(z),cos(z)) es una funcidn racional en seno y coseno (o una
funcion racional de funciones trigonométricas reescritas en términos de senos
Yy cosenos).

Para calcular este tipo de integral distinguimos entre varios casos:

Caso R es impar en seno, es decir,

R(—sen(x),cos(z)) = —R(sen(z), cos(x)).

Se utiliza el cambio de variable t = cos(x).
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Caso R es impar en coseno, es decir,
R(sen(x), —cos(x)) = —R(sen(x), cos(x)).

Se utiliza el cambio de variable t = sen(x).
Caso R es par en seno y coseno simultdneamente, es decir,

R(—sen(x), —cos(x)) = R(sen(x), cos(x)).

Se utiliza el cambio de variable t = tan(x).
En el resto de los casos, se utiliza el cambio de variable t = tan(5), con

2t 11— 2
——, cos(x) = ——, dr=-——=dt.
1+t

sen(z) = 14 ¢2’ 1+ 2

Ejercicio 10.4.1 Calcula las siguientes integrales:
1 bz
a) Jo mdx
1
b) [ \/ﬁ

3
C) f liecis(?mx)

10.4.3 Integrales racionales

También aportamos algunos ejemplos de integrales racionales, es decir in-
tegrales de cocientes de polinomios, donde la idea clave es descomponer la
fraccion en fracciones simples cuya derivada sea inmediata (o casi), obténien-
dose un logaritmo, una arcotangente o una potencia.

Ejemplos 10.4.5 1) [ 2sdx =3 [ 5dx = 3Injz — 2|+ C.
Q) f x;f:a_rs de - f (z—1 z+i+2 dz.
Podemos entonces descomponer en fracciones simples, esto es,

T+ A 4 B
(z—D(x+2) -1 242

Esta igualdad plantea una igualdad de polinomios y por tanto un sistema de
ecuaciones, atendiendo a cada coeficiente de cada grado. Entonces:

A=2 B =-1.
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Por tanto nuestra integral es:

2
[ =
r—1 T+ 2

3) [ Erztar,
De nuevo descomponiendo en fracciones simples se tiene:
202 —x + 4 A Bx+C
?4+4r oz 2244
Lo que resolviendo la igualdad de polinomios da:
A=1 B=1 C=-1.

Por tanto nuestra integral es

—1
/d:v+/x
z||+/ dz / L
i 24+ 4 :172+4m_

1 1 1
-y S d) - | e dr =

dr = 2ln|z — 1| — In|z + 2| + C.

1 1
= In|z| + §ln($2 +4) — §arctg(x/2) +C

V=2
4) | w5em e
Hacemos primero el cambio de variable t = \/x — 2 de modo que la inte-
gral es ahora:

2 2 1 2 x—2
——dt = - / ———dt = —arct + C.
/(t2+5) 5 =BT s
Ejercicio 10.4.2 Calcula las siguientes integrales:

222 —b5x +6

a) f—)dx

322 +8r—1

N s
o) J Cojenzx)
Y ——

x2—|—x—|—1
1 1

Sugerencia: = = )
(Sug 2?2+r+1 (2?+z+i)-1+1 (x+%)2+§)
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10.5 Integrales impropias

En esta seccion se define una generalizacion del concepto de integral de Rie-
mann: una integral es impropia si o bien el intervalo de integraciéon es no
acotado o bien la funcion que queremos integrar es no acotada.

10.5.1 Integrales impropias de primera especie

Un integral es impropia de primera especie si el intervalo de integracion
es un intervalo no acotado, es decir, del tipo (—o0, a), (a,00), o (—o0, o).
Si la funcion f(x) es integrable en todo subintervalo acotado del intervalo de
integracion, entonces su integral impropia se define por medio de un paso al
limite. La convergencia de esta integral impropia coincidira con la existencia
de este limite. Vamos a estudiar los distintos casos por medio de ejemplos.

Ejemplos 10.5.1 1) La integral floo z—lpdm (p € R) es impropia de primera
especie ya que el intervalo (1,00) no es acotado.

1

Sic > 1, la funcidn f(x) = = es continua en todo intervalo de la forma 1, c.

Por definicion, su integral impropia floo xipd:c converge si existe el limite (y

es finito)
lzm/ —dx

Sip =1, la integral es igual a In(|c|) y lzm In(|c]) = oo, por tanto la integral

mpropia fl Ed:v diverge.

Sip#1,
lim —dx = — :
c—oo J; 2P —p+1 -p+1
Entonces lim fl xl dx converge a L sip>1vy diverge a 0o st p < 1.

2) La integral ffoo xe®dx es impropia de primera especie ya que el inter-
valo (—00,0) no es acotado. Si ¢ < 0, la funcion f(x) = ze® es continua
en [c,0]. Por definicion, su integral impropia ffooxexdx converge si existe

finito el limite
0
lim retdr.

C——00
c

Ahora, integrando por partes,

0 0
/ :ce”da::()—cec—/ efdr =—ce—14+e“=(1—-c)e“—1
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y lim fcoa:e””dx = lim (1—c)e®—1=0—1= —1, donde hemos aplicado

C——00 C——00

la regla de L’Hépital a la forma indeterminada del tipo oo -0 :

- -1
lim (1—c)e® = lim —< = lim = lim ¢ =0.

c——00 c——oco e ¢ c——o00 —e ¢ c——00

3) Consideremos ahora la integral impropia

* 1
dx.
/_ool+a:2 o

En este caso se elige un nimero ¢ € R y se escribe

>~ 1 ¢ 1 >~ 1
dr = d dzx.
/Ool—i—:ﬁx /001—1—;1:2 $+/C 1+x2x

Luego se calculan las integrales impropias correspondientes a los intervalos
(—00,¢) y (¢,00). Si estas dos integrales convergen a dos nimeros reales,
entonces la integral impropia inicial también converge y su valor es igual a
la suma de esos dos nimeros. Si una de las integrales de la suma diverge
la integral impropia inicial también diverge. En nuestro ejemplo, sea ¢ = 0.
Entonces

T (arctg(0) — arctg(c)) =0+ = = =
— —ar — =
dim T z = lim (arctg arctg(c 5=
Y
iim | dx = lim (arctg(c) tg0) =~ — 0=~
im x = lim (arctg(c) —arc =——-0=—.
c—oo Jo 1+ 22 c——00 g g 2 2
Se sigue que
/°° 1 J 7T+7T
rT=—+—-=m.
o Llra? 22

10.5.2 Integrales impropia de segunda especie

Un integral fab f(z)dz, con a,b € R, es impropia de segunda especie si la
funcion f(x) no esta acotada en el intervalo de integracion [a, b]. También en
este caso, la integral impropia se define por medio de un paso al limite. Como
antes, la convergencia de esta integral impropia coincidira con la existencia
de este limite. Vamos a estudiar los varios casos por medio de ejemplos.
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Ejemplos 10.5.2 1) Sea p € R. Estudiemos la convergencia de la integral

1
1
/ —dx :
o P
1

sip <0, la funcion f(x) = xlp es continua en [0, 1] y la integral fol z—lpdx =15
es una integral de Riemann;

sip > 0, la funcion f(x) = xip tiene una asintota vertical en v = 0 y la
integral es impropia de sequnda especie. En este caso se escribe

1 1
1 1

/ —dz = lim —dx
o xP c—0*t P

y la convergencia de la integral impropia depende de la existencia del limite
a la derecha del simbolo de igualdad.
Ahora, sip =1,

1

1
1 —dx = lim In(|1]) =1 =
Jim [ v = lim, n(|1]) — In(le]) = oo

y la integral diverge.
Sip>0yp#1,

1 1 — 1
1 1 1 P+
/ Sde = lim | —dx= lim e
o P ce—0+ J. aP e—0t —p+1 —p+1

El 7iltimo limite es igual a 1%10 st1l—p>0yesigual acosil—p<0. Se

stgue que
| o st p>1,
—pdl‘: 1 i
0o T 75 St p< 1.

cos(x)

. 0 ‘ . .
2) La integral f = —————dx es impropia de sequnda especie ya que la
1 y/sen(—zx)

funcion f(x) = \/L& tiene una asintota vertical en x = 0. En este caso
sen(—z)

se escribe o (@) (@)
cos(x “  cos(x
—————=dx = lim ——dx.
—z y/sen(—x) =0~ J_z \/sen(—x)
Usando el cambio de variable t = \/sen(—x), 4L = —csCo) _ _—cos@)

dx 2\/8611(71‘) 2\/sen(fz) ’

¢ COS(QZ) dr = / sen(=e) —9dt =

7 V/sen(—x)

se tiene que

sen(g)
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1
2(+/sen(— \/7 Vsen(—c) — %)

Se sigue que

0 c
cos(x) dr — lim cos(x) I
—z y/sen(—x) =0~ J_z \/sen(—x)

1 1
= lim —2(\/sen(—c) — —=) = 2——.
0~ ( ( ) \4/5) \4/§

3) La integral fo T =3 sdx es una integral impropia de segunda especie ya

que la funcion f(x) = 2“;_33 tiene una asintota vertical en x = g El punto

T = % es un punto interior del intervalo [0,2] y se escribe
/2:5—3d /3x3d+/2x—3d
xr = €T =
0 2x—3 0 2z—3 8 20 —3

cr—3 2 -3
— lim / Y70 ge+ lim L0 g
= Jo 20 — 3 d—3* Ja 20 — 3

/230—
x—lzm
2r — 3

[In(]2¢ = 3[) — In(] = 3])] =

CcC—

/ ¢ x -
lim
c—>%7 0 2z —

, 1 [ 3 c
= lzrgnﬁ§ i 1_2x—3dx_cli?*§_

c—3

Ahora,

oo

Por tanto, la integral f02 ;cfsdx diverge.

10.5.3 Integrales impropias de tercera especie

Una integral es impropia de tercera especie si la funcion f(z) no esta
acotada en un intervalo de integraciéon no acotado. Para estudiar la con-
vergencia de una integral impropia de tercera especie se utilizan las técnicas
vistas para integrales de primera y segunda especie, como ilustra el siguiente
ejemplo.



182 CAPITULO 10. INTEGRACION

Ejemplo 10.5.3 La integral fooo %dm es de tercera especie: el intervalo

(0,00) no estd acotado y la funcion f(x) = % tiene una asintota vertical
en x = 0. Para calcular esta integral se escribe

/oo e—z‘d y /1 e—xd N y /d e—xd
x = lim —dx + lim —dz.
o VT =0t Jo VT d—oo J1 VT
Las integrales del lado derecho de la igualdad son integrales impropias de

sequnda especie. La integral inicial es convergente si y solo si ambas integrales
del sequndo miembro de la 1gualdad son convergentes.




Apéndice A
Repaso de funciones elementales

Esta apéndice es una adaptacion del capitulo 3 de [GG| y es un repaso de las
funciones elementales y algunas de sus propiedades.

A.1 Funciones potencia, polinémica y racional

A.1.1 Funcién potencia

La funcién potencia es la funcion f(x) = 2™, donde n € NU {0}.

R si m esimpar,
dom(f) =R, Im(f)=¢RTU{0} si n espary n >0,
{1} si n=

Figura A.1: Gréficas de 2% y 23

183
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A.1.2 Polinomios
Un polinomio real de grado n es una funcion de la forma
f(2) = apa™ 4+ ap12" ' + -+ arr +ag
conneNU{0}, Vi=0--n,a €Rya,#O0.
dom(f) =R y Im(f)= depende de a, y n.

Una recta f(x) = ax + b es un polinomio de grado 1 y una pardbola
f(x) = az® + bz + c es un polinomio de grado 2.

A.1.3 Funciones racionales

Una funcién racional es el cociente de dos polinomios reales P(z) y Q(x):

P(x)
T) = :
() )
dom(f) =R menos las raices reales de Q(z) y
la Im(f) no se puede determinar a priori.

Las funciones del tipo f(z) = z™, con n € N~ son funciones racionales
)

con P(z) =1y Q(xz) = ™" Por ejemplo, f(z) =273 = .

A.1.4 Descomposiciéon en fracciones simples

El teorema fundamental del algebra dice que un polinomio con coe-
ficientes complejos de grado n tiene n raices en el cuerpo de los nimeros
complejos (otra forma de enunciarlo es decir que el cuerpo de los nimeros
complejos es algebraicamente cerrado).

En particular, un polinomio real f(z) de grado n tiene n raices en el
cuerpo de los nimeros complejos.

Esta propiedad nos permite descomponer una funciéon racional f(z) =
P(x)
Q(x)
itan, por ejemplo, el calculo de integrales de funciones racionales.

Si P(z) y Q(x) tienen una (o més) raiz a en comun, entonces existen dos
polinomio P;(x)y Q1(z) tales que P(z) = (z—a)Pi(z) y Q(x) = (x—a)Q1 ().
Py(z)

Q1(x)

en una suma de fracciones méas simples. Estas descomposiciones facil-

En este caso podemos simplificar la funcion f(z) como
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Por tanto, sin pérdida de generalidad, podemos suponer que la funcion

P(z)
Q(x)

decir, son coprimos.

racional f(z) = es tal que P(x) y Q(x) no tienen raices comunes, es

Ejemplo A.1.1 Sea

_ 32 — 10224+ 92— 2  3(x — 3)(z —2)(z — 1) (2£2) 3(x—3)(xz—1)

f(z) 207 —2r — 4 2@ —2)(z+1) 2(w +1)

Si el grado de P(z) es mayor o igual que el grado de Q(x), existen dos
polinomios A(x) y R(z) (que se obtienen dividiendo P(z) por Q(z)) tales
que:

= A(z) + % con grado(R(x)) < grado(Q(x)).

Ejemplo A.1.2 En el ejemplo anterior, si x # 2,

3x—3)(z—1) 3a*—4z+1 3 7 4

I = —=a T = g2 SR R

Podemos entonces limitarnos a considerar funciones racionales f(z) =

P(z)

o) tales que P(x) y Q(z) son coprimos, grado(P(x)) < grado(Q(z)) y
Q(z) tiene coeficiente de grado maximo igual a 1.

Sea Q(r) de grado n y sean ay, as, -+ ,a, sus raices complejas.

Vamos a ilustrar los posibles casos por medio de ejemplos:

Caso 1: ay,as,- - ,a, son todas reales y distintas.

f<I>:x2—3x—|—2: (x—1)(x—2)

En este caso determinamos dos constantes A y B tales que

x A B (A+B)x— (2A+ B)

f(“’):(x_1)(x_2):x—1+x—2: (z —1)(z —2)

Entonces tiene que ser x = (A + B)z — (2A + B), es decir

A+B=1 A=—1
24+ B =0, B=-24=2.
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1 2

Por tanto, f(z) = — . 5
T — T —

Caso 2: ay,as,- - ,a, son todas reales pero hay algunas con multiplici-
dad mayor que 1.

X

f(x):m-

En este caso determinamos tres constantes A, By C' tales que

A N B N C  A*4+(—2A+B)x+(C—B+A)
r—1 (z—-12 (x—13 (x—1)3 '

Entonces tiene que ser r = Az? + (—2A + B)z + (C — B + A), es decir,

A=0 A=0
—2A+B=1 B=1
C—-B+A=0, C =1
1 1

Por tanto, f(x) = @172 + @1

Caso 3: hay raices complejas, todas con multiplicidad 1.

1
f@*:@—1mﬁ+1y

En este caso las raices complejas son 7 y —¢ y determinamos tres con-
stantes A, B y C tales que

A Bix+C (A+B)a*+(C—B)z+(A-C)

J@ =3+ o1 = @12+ 1)

Entonces tiene que ser 1 = (A + B)z? + (C — B)x + (A — C), es decir,

A+B=0 C=-1

C-B=0 B=C=-1

A-C=1, A=C+1=1.
1 r+1

Por tanto, f(x) = a1 2aE+1)

Caso 4: hay raices complejas con multiplicidad mayor que 1.
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T

0= mer o

En este caso las raices complejas V2i y —/2i tienen multiplicidad 2.
Determinamos seis constantes A, B, C, D, E., y F tales que

f(x)—Ax+B+C:B+D—{— Ex+ F
o241 (22 +4) (22 +4)2

Operando como usual, se obtiene un sistema determinado de seis ecua-
ciones en seis incognitas cuya solucion son los valores de la seis constantes
buscadas.

Nota: en todos los casos, el nimero de constantes que tenemos que
determinar es igual al grado del polinomio Q(x).

A.2 Funciones exponenciales y logaritmicas

A.2.1 Funcién exponencial

Una funcion exponencial es una funcion f(z) = a*, donde a es un nimero
real positivo.

Rt si a#1
dom(f) =R Im(f) = ’
(f) y Im(f) {{1} P
Propiedades:
1) a’ =1,
2) para todo x,y € R se verifica que a® a¥ = a® 1Y,
B 1
3) para todo x € R, a™* = —.
a$

A.2.2 Funcidén logaritmica

Una funciéon logaritmica de base a > 0 es una funcion f(z) = log,(x),
donde a es un ntmero real positivo distinto de 1. Es la funcién inversa de la
funcion exponencial a®.

dom(f)=R" y Im(f)=R.
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Figura A.2: Gréficas de 3% y 377

25
05
“ 2
0 15
-0.5 1
05
07705 TNyp 2 25 3
-05
-25 i

Figura A.3: Graficas de In(z) y Ini(x)

Si a = e el logaritmo se llama neperiano y se representa como In(z).
Si a = 10 el logaritmo se llama decimal.

Propiedades:

1) log,(1) =0,
2) para todo z,y € R™ se verifica que

loga(zy) = log.(x) + loga(y) v loga(z¥) = ylog,(z).
Entonces, para todo z,y € RT se verifica que loga(z) = loga(x) —loga(y).
Y
3) para todo = € RT se verifica que

lOga(ZE> a® = bmlogb(a).

l0ga(b)

logy(x) =

A.3 Funciones trigonométricas y sus inversas

A.3.1 Seno y arcoseno

La funcion seno de un angulo z (en radianes), f(z) = sen(z), es la
ordenada del punto P de la circunferencia unitaria tal que el segmento OP
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P=(cos(x),sen(x))

) 0.20.40.60.8 11 1.21.4

Figura A.4: Puntos de la circunferencia unitaria (z en radianes)

forma un angulo z con el eje de las abscisas. Es una funcion periddica de
periodo 2m. (Ver figuras A.4 y A.5.)

dom(f) =Ry Im(f)=[-1,1].

La funcion arcoseno, f(z) = arcsen(z), es la inversa de la funcion
s

biyectiva que se obtiene al considerar la funcién sen(x) con dominio [—7, 7].
Entonces (ver figura A.5),

dom(f)=[-11] y Im(f)=[-=,2].

A.3.2 Coseno y arcocoseno

La funcion coseno de un angulo = (en radianes), f(z) = cos(z), es la
abscisa del punto P de la circunferencia unitaria tal que el segmento OP
forma un angulo x con el eje de las abscisas. Es una funciéon periddica de
periodo 27. Para todo z € R se verifica que cos(z) = sen(z + 5). (Ver
figuras A4y A.6.)

dom(f) =R y Im(f)=[-1,1].

La funcién arcocoseno, f(x) = arccos(z), es la inversa de la funcion
biyectiva que se obtiene al considerar la funcion cos(x) con dominio [0, 7].
Entonces (ver figura A.6),

dom(f) =[-1,1] 'y Im(f)=[0,7].
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A.3.3 Tangente y arcotangente

La funcion tangente esta definida por f(z) = tan(z) = sen((x))' Por tanto,
cos(x

es periddica de periodo 7 (ver figura A.7) y

dom(f) = R\ {(2k — 1)% keZ} v Im(f)=R.
La funcion arcotangente, f(z) = arctan(x), es la inversa de la funcion
biyectiva que se obtiene al considerar la funcién tan(z) con dominio (=%, 7).
Entonces (ver figura A.7),

™

dom(f) =R y Im(f)=(=5.5).

A.3.4 Cosecante y arcocosecante

La funcion cosecante, es la funcion f(z) = . Es una funcion periodica

de periodo 2. (Ver figura A.8.)

sen(x)

dom(f) =R\{kn:keZ} y Im(f)=(—o0,—1]U]JL,00).

La funcion arcocosecante, f(z) = arccosec(x), es la inversa de la fun-
cion biyectiva que se obtiene al considerar la funcion cosec(x) con dominio
[—%,0) U (0, 7]. Entonces (ver figura A.8),

7r]'

dom(f) = (o0, ~1]U[L,oc) ¥ Im(f) =[-5.00U (0,5

A.3.5 Secante y arcosecante

La funcién secante, es la funcion f(z) = . Es una funcién periddica

de periodo 27. (Ver figura A.9.)

cos(x)

dom(f) = R\ {(2k — 1)% keZ} v Im(f)=(—00,—1] UL 00).
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La funcion arcosecante, f(z) = arcsec(x), es la inversa de la funcion
biyectiva que se obtiene al considerar la funcién sec(x) con dominio [0, ) U

(5, 7]. Entonces (ver figura A.9),

dom(f) = (—00, ~1]U[L.o0) 'y Im(f)=[0,5)U (5.7.
A.3.6 Cotangente y arcocotangente

1
tan(x)

La funcion cotangente, es la funcion f(z) = . Es una funcion pe-

riodica de periodo 7. (Ver figura A.10.)

dom(f) =R\{kr:keZ} y Im(f)=R.

La funcion arcocotangente, f(x) = arccotan(x), es la inversa de la
funcion biyectiva que se obtiene al considerar la funcion cotan(z) con dominio
[—5,0) U (0, 5]. Entonces (ver figura A.10),

dom(f) =Ry Im(f)=[-5.00U(0,3].
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Figura A.7: Graficas de tan(x) y arctan(z)
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Figura A.10: Graficas de cot(x) y arccot(x)
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A.4 Algunas relaciones trigonométricas

10.

A.5

(5.
T —y
),
T—y
)

1— 2 1 2
sen?(x) = —CZS( a:)’ cos?(x) = - costex) CZS< a:)’

tan® 1
L C) RN Vo S S
1+ tan?(z) 1+ tan?(z)

1 —tan®(§)
1+ tan?(

3

sen(z) + sen(y) = 2$en(x i )cos

2

cos(x) + cos(y) = QCOS(I i )cos(

+y)

cos(x) — cos(y) = —2$en(x sen(

Y

sen?(x)

2tan(3)

= T tan?(@ fan?(2) cos(x)

sen(x)

N8 ()8

Funciones hiperbdlicas y sus inversas

A.5.1 Seno hiperbdlico y argumento seno hiperbélico

La funciéon seno hiperbdlico es la funcion definida por senh(zx) =

T —x

€e” —e€

2

(ver figura A.11).

dom(f)=R y Im(f)=R.
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La funcion argumento seno hiperbélico, f(z) = argsh(z) = In(x +
2?2 +1), es la funcion inversa de senh(z) (ver figura A.11).

dom(f)=R y Im(f)=R.

A.5.2 Coseno hiperbdlico y argumento coseno hiper-
bdélico

La funcién coseno hiperbélico es la funcion definida por cosh(x) = —ex te”

(ver figura A.12).

dom(f)=R y Im(f)=R.

La funciéon argumento coseno hiperbolico, f(z) = argch(x) = In(z+
Va2 —1), es la funcion inversa de la funcién biyectiva que se obtiene al
considerar la funcion cosh(z) con dominio RT U {0} (ver figura A.12).

dom(f) =[1,00) 'y Im(f)=[0,00).

A.5.3 Tangente hiperbdlica y argumento tangente hiper-
bélica
La funcién tangente hiperbélica es la funcion definida por

thiz) senh(z) e —e® ¥ -1
€T) = — - .
cosh(x) e*+e® e241

(ver figura A.13).

dom(f) =R y Im(f)=(-11).

La funcion argumento tangente hiperbdlica, f(z) = argth(z) =

1
. i x), es la funcion inversa de la funcion th(x) (ver figura A.13).
—x

In(
dom(f) = (=1,1) y Im(f)=R.

Se pueden definir también las funciones cosecante, secante y cotan-
gente hiperbdlicas:
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1 1 1
cosech(x) = senh(D) sech(zx) = cotanh(z)

y sus inversas.

070470811216 2

Figura A.12: Graficas de cosh(x) y argcosh(x)

Figura A.13: Gréficas de tanh(x) y argtanh(x)
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A.5.4 Propiedades de las funciones hiperbélicas
1. cosh?(x) — senh?(x) = 1,

2. senh(z + y) = senh(x)cosh(y) + cosh(x)senh(y),
senh(2x) = 2senh(z)cosh(x),

3. cosh(x +y) = cosh(x)cosh(y) + senh(x)senh(y),
cosh(2z) = cosh?(z) + senh?(z),

)
4. tanh(z +y) = tanh(x) + tanh(y)

1+ tanh(x)tanh(y)’

2tanh(z)
tanh(2z) = 1+ tanh?(z)’

5. senh(x) + senh(y) = ZSenh(Zﬂ)cosh(x ; y),

Tr+y

6. cosh(x) + cosh(y) = QCOSh(T)COSh(w - y)’

2

r+y

7. cosh(x) — cosh(y) = 2senh( )senh(m ; y),

2z) —1 1 2
8. senh?(z) = S =L by = 1 osh2n)
2 2
2
1
9. senh?(x) tanh’(2) cosh(z) = :

1 tanh?(x)’ 1 — tanh?(x)
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